Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Solution de l'équation de Laplace à trois dimensions en coordonnées sphériques avec conditions 


aux limites Dirichlet, Neumann ou Robin par la méthode de séparation des variables, passage à 
deux dimensions 


Le système de coordonnées sphériques est défini par le changement de variable : 


x =r Sin(9)Cos(@) 
y =r Sin(8)Sin(q) 
z = r Соѕ(9) 


Typiquement nous гесһегсһоп$ la solution du problème aux limites intérieur еп coordonnées 
sphérique sur un espace limité dans l'espace des valeurs ” S [0.1] ; 0=[0,л] ; eelo2z] 
Dans ce systéme de coordonnées l'équation de Laplace s'écrit sous la forme : 
AT(r, 0,9) = L д б "a, l 1 д oun "Za, 1 ле 
к^ дг ôr r Sin(0) 00 00 r Sin(0) дф 
O'T(r,0,9) Р 2 ӨТ (7,0,ф) " 1 eT(r,0,o) ^ Cos(0) ôT(r,0,@) 
or? r дг r? 00° r^Sin(0) 00 








AT(r,0,@)= 





2 
ka : д zo) WB 
r^Sin(0) дф 
Le Jacobien en coordonnées sphériques et la métrique sont : 





Ox Ox Ox 

e + + Sin(9)Cos(o) rCos(9)Cos(p) -rSin(9)Sin() 
J = det - F a = де Sin(9)Sin(o) rCos(9)Cos(p) rSin(9)Cos(q) 

Yr 

3. De e Cos(9) —rSin(9) 0 

ôr 00 Әф 


Sin(9)Cos(@) Соѕ(9)Соѕ(ф) — 81п(9)8іп(ф) 

J = r° del Sin(9)Sin(@) Cos(9)Cos(@)  Sin(9)Cos(q) 
Соз (9) — Sin(9) 0 
J = r?Sin(9) 
ds? = ар? +r°d9° +r? Sin(9)d@? 
Le gradient dans се système de coordonnées prenant la forme : 
Grad(T(=,0,p)) = 2 id (2702.0), РЕС (2668, 
Or r 00 тїп Ө дф 

Les conditions mixtes de Robin sur une iso-surface r=Cste (sphère) ou O-Cste (cône de révolution) 


prennent alors la forme : 
Iso — surface r = Cste Iso — surface 9 = Cste 


a LLP 4 BT(r.9,0) 
: 
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Si les conditions sont homogènes, et dans le cadre de la méthode de séparation des variables, il 
vient pour une surface 9=Cste (cône de révolution) 

Séparation des variables => T(r,9,9) = R(r)O(9)D(o) 

Iso — surface 9 = Cste 


C.L, „ 3990) С), =0 

r Où 9=9, 
La variabilité radiale de la condition aux limites introduit donc une difficulté de résolution 
supplémentaire puisque le système de valeur propre et fonction propre angulaire dépendrait alors 
de la position en r (en clair cela m'est insurmontable). Dans ce cas de figure on simplifie le 
problème en supposant, de manière tout à fait académique et certainement irréaliste, que la 
condition aux limites mixte possède des coefficients indépendant de l'espace. Ce peut être réaliste 
pour une configuration de cône creux ой l'épaisseur radiale est faible et donc le facteur r variant 
peu. Mais certainement faux pour un cône complet. Car dans la limite des rayons faibles, la 
condition aux limites se comporte comme une condition de Neumann, tandis que dans les rayons 
grand, c'est plutôt une condition de Dirichlet. En conclusion les solutions sont exhibées 
volontairement avec des conditions mixtes fixes, comme suit 
Iso — surface 9 = Cste 


20(9) _ 
a + BOC) Le 0 


ce qui permet d'ailleurs de condenser еп une seule formule, les deux cas limites Dirichlet et 
Neumann. En revanche les problèmes avec condition de Neumann ou de Dirichlet sont eux 
susceptible d'être résolus entièrement par la méthode de séparation des variables. 


C.L. 





Sinqularité du système de coordonnées sphérique 3D et régularité du gradient 


Dans le cas oü le domaine d'étude de la solution de l'équation de Laplace comporte l'origine r=0, 
et les valeurs d'angle ü=0, =n, (soit l'axe z finalement) alors le système de coordonnées 
sphériques comporte une singularité. Cela se traduit par l'annulation du Jacobien sur l'axe z et la 
singularité "apparente" du Gradient de toute fonction solution de l'équation de Laplace. La solution 
doit donc neutraliser la singularité apparente du gradient en assurant une valeur bornée à ce 
dernier soit : 

(r,0,9) EQ /r =0 ou Ө={0,л} 


Geif 9, 9) =| LLLP y, OCR), l отео), 
r 

















дг 00 rSin0\ — дф 
2 2 2 
Ginet = 2000), M (200) (0709,0) 
дг r 00 r^Sin0 дф 


Singularité du Jacobien Jus =r°Sin0 =0 condition Grad(T(r,0,p)) reste bornée Vr,0,o 


(2766.0), 1 — 


> EET — Cste 
r 00 r^SinO дф 
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Cette contrainte n'est en général pas évoquée car elle est de facto remplie par la contrainte de 
finitude de la solution. Par exemple, les solutions admissibles par séparation des variables dans le 
système de coordonnées sphériques (voir plus loin) sont : 

T(r,0,9) = К(г)Ө(Ө)Ф(ф) 

R(r)= Ar" + Вр") => finitudeenr=0 , R(r)=r" 

@(8) = A P"(Cos(0))-- B O"(Cos(0))tq m <= п= finitudeen0 = 0 ou0 - x Ө(0) = P"(Cos(0)) 
@(0)= A P,(Cos(0)) ВО (Соѕ(0)) => finitudeen0 = 0 ou @ - x Ө(0)= P,(Cos(0)) 

Ф(ф) = АСоѕ(ф) + В Sin(q) 


Le respect de la finitude de la solution pour les valeurs г=0 еї 0-0, Gaar suffit pour assurer Іа 
condition de finitude du gradient, voyons се qu'il advient avec des indices entiers pour les fonctions 
de Legendre : 


E m | т Соѕ(ф) 
К(г) =" Ө(0) = P"(Cos(0))— @'(0)=—Sin(0)P”'(Cos(0)) ` D(p) dë Sin(9) 


— Sin(p) 


= dë Cos(@) 
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ou Sin? (P) Sin" (Ө) Á 
m 2 
=> Régularité du terme (р, (cose) 
Sin (0) 
Expansion en série trigonométrique 
о ИА п+1 ç. 1x3x(n+1)(n+2) ç. 
P (Cos(0))==_ > >| S 1)9 S 3)9 S 50)+::: 
Jay a lupe CE d 2((2л+3)2л +5) noris 
отир 1 "m ms) (n+m+1), 
л ac TT т ) sin(0)" Y` = Sin((n + m 2k +1)Ө) 
Jer») = SR 
2 2 
(P, (Cos(0))f (5їп((п +1)0)Y Sin((n-- Dé )Sin((n + 3)Ө) (5їп((п + 3)0)) 
- 2 < Ali - 2 +A, - 2 + 433 Se 23 
Arm" (Ө) Sin” (0) Arm" (0) Sin (Ө) 
Pour 0 — 0 
2 
ичсен = A, (n T)? + A,(n+D(n+3)+ A4(1-3)y +- = Cste 


(P2(Cos(0))) _ ç, 


Sin^(0) (GA (n + m +1)? + A414 m (n4 m3) А„(п+т +3)” pae y lorsque m » 0 
In 
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Pour des géométries comme les cônes sphériques, ainsi que les sections de cône sphérique, il 
advient que l'on développe les solutions comme une série de fonction de Legendre d'indices non 
entiers, par exemple sous cette forme (voir plus loin) afin de respecter les conditions de finitude de 
la solution : 
A, solution de l'équation P (Cos(0,)) = 0 
T(r,9)- > B,r^P, (Cos(8)) 

n#0,+œ 
La condition de régularité du gradient devient alors : 
R(r)=r” @(0)=P, (Cos(0))= @'(0) = —Sin(0)P, '(Cos(0)) 


1 (дТ(т,ө)ү  r"Sin (0) ( „m, 2 
G= 4 D d =” - ) (P"*(Cos(0))) 


r 





m 2 
G= v (Sin? (0)(P” '(Cos ONI = Régularité du terme ez 
in 


Expansion en sérietrigonométrique 


5) +), 


1 
- OPUS) E É 


> e d + kra, +1+k) 
Sin((A, + 2k «10)- 4 3 —2 


P, (Cos(0)) Sin((A, + 2k +1)0) 

















VaT un GR e(a] RE SEH 
2 2. 2 
(P, (Cost), (ѕт(л, +00), , Si(Q,+D0)sin(Q, +3)0), , (Sina, +3)0)), 
Sin(0) ` ^" Sin (0) : Sin? (0) 3 Sin'(0) 
Pour 0 — 0 
(P. (costo) = A, (2, - 1 + A4(À, +1)(А„ +3)+ A4 (À, +3)? +++ = Cste 
Sin (0) 


G fini si À, Z1 

La condition de régularité du gradient se résume donc à la condition de valeur propres supérieures 
ou égale à 1 (finalement c'est un résultat similaire à une géométrie radiale à deux dimensions, ou 
axi-symétrique). 


Dans les exemples donnés de valeurs propres pour le cóne sphérique pour un angle d'ouverture 
aigu, la premiére valeur propre est bien supérieure à 1, les autres étant nécessairement 
supérieures. Par contre lorsque l'angle d'ouverture 9, est supérieure à x/2 (comme si l'on avait une 
sphére évidée dans sa partie inférieure par un cóne sphérique), alors au moins la premiére valeur 
propre est inférieure à 1. 


Dans ce cas, on peut faire appel au raisonnement impliquant la construction de la solution sur le 
probléme complémentaire du cóne à la sphére entiére. Appelons probléme n*1, le probléme sur le 
cône d'angle obtu. Il y a existence et unicité de la solution du probléme de Dirichlet intérieur 
construite par les fonctions de l'angle obtus. Cette solution s'étend mathématiquement à toute la 
sphére, donc sur les frontiéres du cóne d'angle aigu. Cela induit donc un probléme aux limites de 
Dirichlet n*2 sur le cóne d'angle aigu. Ce dernier se construit également à l'aide des fonctions 
propres qui possède la régularité du gradient requise sur le système de fonctions et valeurs propres 


L de ve quanon T Ера =P.) . Et par existence et unicité de la solution cela induit le 


respect de la régularité du gradient de la solution dans son domaine complémentaire (le domaine 
de départ) qui doit être identique à la solution du probléme n°1. Ce type de raisonnement s'étend à 
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d'autres types de configuration avec des domaines complémentaires. 

Pour démontrer la régularité du gradient, on a exploité les formules de développement en série 
trigonométrique des fonctions de Legendre : 

Expansion en série trizonométrique 

22222 (n! y 


x On Dj n+1 sc, Lat шаш аю) 


2п+3 2(2п+302п +5) 


1 
2""T(n+m+1) = [m Ë J йал 
P”(Cos(0))= Sin(0)” >` I 
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Q.(Cos(0))- [Cose +10)+ — Cos((n + 3)Ө)+ Соз((п + 5)0)+-. | 


JA 2" ке (m+) (n+m+1), 
Q"(Cos(6))- DPE RARA D sig) Y 25 ; Cos((n+m+2k+1)0) VnmeR 
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k=0 


I (e +k) 


où (a), est le symbole de Pochhammer (a), =a(a+1) ---(a+k-1)= Ta) 
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T (7) fonction Gamma 
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Voici quelques valeurs spéciales des fonctions de Legendre qui servent également pour déterminer 
les conditions de finitude des solutions de l'équation de Laplace. 


gg 2" Cos 3129 T 
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= Р.(1)=1 P,(-1)=(-1)" neN P (-1)= co Sign(Sin(z v 
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Les solutions l'équation séparée dans les trois coordonnées sphériques r, 9, sont : 
T(r,0,9) = К(г)Ө(Ө)Ф(ф) 
cas général 


R'()+ÉR'()-2 к) =0 
r 


Kä 


Sin? (0) 





à ere, o9). 0)+ E a, - 
Sin(0) 


Ф''(ф)+о;Ф(ф)=0 


je -0 


; 2 . 
Ai а, = п(п+1) et а, = т ауес n,m entier, 





кт) Zei TU ду) ge RG = Ar" + Br e 
р? 
= |@''(0)+ сон @'(0)+ |o +1)- SC A ^ =0 = Ө(Ө)= AP”(Cos(0))+ B Q” (Cos(0))tq m <= n 


Ф''(ф) + т?Ф(ф) = 0 > Ф(ф) = АСоѕ(тф) + B Sin(m@) 





BT (z) Fonction de Legendre associées de premiére espéce de degré n et d'ordre m 
Q (z)Fonction de Legendre associées de deuxième espèce de degré n et d'ordre т 
valeur propre nulle — si z, 20,04 = 0 

= R(r)2 A+ B/r 

1— Cos(0) 


@(0)=C+D Log: + Cos(6) 


] 


oÓ(p-E-FqQ 

Lorsque le probléme aux limites se développe sur des corps totalement sphériques alors les 
solutions doivent être 21t-périodique tant en 9 que Ф, il vient nécessairement que les paramètres n 
et m sont des entiers. De plus le développement des fonctions de Legendre associées (polynómes 
associées dans le cas de premiére espéces) est contraint par les valeurs d'ordre limité m dans 
l'intervalle [0,+п]. La forme la plus générale de solutions d'un probléme aux conditions aux limites 
sphériques : 


+оо m=+n 


T(r, 0, 9)- =>: у (4, r" +B. „r e DY AL Pr ( P (Cos(0) )+B„O"(Cos(0)) WA. Соѕ(тф) + B „m Sin(mp)) 


n=0 m=0 
La solution Logarithmique comporte une singularité à angle nul, et n'est donc pas retenue-> D=0. 
Il y a une relation d'orthogonalité des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce : 


1 1 1 
fa P"(z)P"(z)20sinzl , faz Q”(z)O”(z)=0sinz1 , faz P"(2)0"(z)=0 sin #1 
-1 =i -1 


0 sim=0 


т+п+1 


1 1 т п \nm-2 п 
Je pr (p em |р C+ CDR like J 
x (Qn-l)(n-m) * тта nE 

Eo S. 
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Lorsque l'on réduit à deux dimensions et que la géométrie du problème et des conditions aux 
limites implique, par exemple, que la solution ne dépend pas de d, alors les deux équations 
séparées sont : 

T(r,0) = R(r)O (6) 


RA RO- AR 
cas général => И : 


orj SD сон) 


GN +G, @(0)= 0 
Si а, = n(n+1) avec n entier, 


RÉ (0) RURSUM 


=> 
Q'(0)4 377 


R(r)=0= R(r) S Ar + Br ^ 





Cos(0) 
Sin(0) 
P, (z) Polynóme de Legendre de degré п О, (z)F onction de Legendre de deuxiéme espéce de degré n 
1— Cos(0) 

1+ Cos (9). 

La solution logarithmique comporte toujours une singularité à angle 8-0, et n'est donc pas 
геїепие-> D=0. Les relations d'orthogonalité des polynómes et fonctions de Legendre de première 
et deuxiéme espéces sont: 


Је PPA) Ona ‚ feo, 02 „(z)=0 et | de n. 2)0,„(2)= 0 si mz т 


m,m' 
-1 


@'(0)+ [n(n +1)]®(Ө) = 0 => Ө(Ө) = AP (Соѕ(0))+ B Q, (Cos(0)) 


valeur propre nulle > si à, =0 = R(r) = А+ B/r;@(0)= C+ D Log[ 


PL 2)= (—1)” P. (z)= la dz z* P, (z)= [a (=) 25| dz z* P Pala) =(1+ CD fa z* P, (z) 


-1 


1 
faz zP (2)=0YkeZik<m=> [d z* P, (z)- 0 vk e Z/(k—m pair) et k <m 
= 0 























GE 2" m! RN 2" ml 
Pour k-m- | dz z PE) y | z Helper 
1 
Si k —m impair etk>m alors faz z' P, (z)- 0 
zl 
pest : =) | zl? Ы 3 
Si k —m pair et k » т alors faz z*P.(z)- n - et |dzz'P,(z)- n 2 
“ | 2^ femen o | 2* Jemen) 


Lorsque la géométrie du probléme et des conditions aux limites implique que l'on puisse réduire à 
une seule dimension radiale (r) et que, par exemple, la solution ne dépend que de cette variable r, 


alors la solution de l'équation devient : T(r)- А+В/Р. Cette solution radiale en r présente une 
singularité en r=0, et ne peut donc étre utilisée que lorsque le domaine ne comprend pas 
l'origine(une sphére creuse par exemple). 
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On verra plus loin que l'orthogonalité des fonctions propres s'étend à toute combinaison linéaire de 
fonctions de Legendre de première et deuxième espèces solution du problème de Sturm-Liouville en 


coordonnées sphérique sur un intervalle quelconque dans [-1,1]. 


La partie angulaire des équations séparées peut être réécrite par un changement de variable : 








Cos(0) m° 
EW @'(0 ipe @(0)= 0 
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d0 10 
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m 
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2 


=> (2? -1e"(«2ze'(- aset daer: 0 
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=> (1- 


Qui est l'équation "officielle" des fonctions de Legendre, et dont la résolution dans les cas de 
paramètre p et m réels donne une extension des polynômes de Legendre initiaux. Cette équation 
dans le cas où le problème ne dépend pas de l'angle o (m=0) donne : 


(z? -1)@"(2)+2z @'(z)— p(p+DƏ(z) = 0 


Le problème de Sturm-Liouville pour une configuration sphérique peut se présenter sous deux 
formes plus générales : 


à trois dimensions : 
2 


m mt m m 

(1-22 )" (z)-2z o, ines (z) =0 
C.L. abr (z)*bo7(z)-20 

gh, (z;) t b,07'(z;) =0 
Et à deux dimensions : 
(1-22), (2)-2z Ф, (2) + p(p * 09, (z) = 0 
CL. a®,(z)+b,®,'(z)=0 

а„Ф „(„)+Ь„Ф '(z,)= 0 
ой т est parametre entier naturel positif et p une valeur réelle déterminer par les conditions аих 
limites du problëme de Sturm-Liouville. 


Les fonctions propres de ce problème de Sturm-Liouville s'exprime comme une combinaison linéaire 
de fonctions de Legendre de premiére et deuxiéme espéce : 
O,(z) - a P, (z) * b Q, (2) 


les valeurs propres sont calculées de telle maniére que les conditions aux limites soient respectées. 
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L'orthogonalité des fonctions propres se démontre pareillement aux cas des fonctions de Bessel : 


() (—:°Ф""(д)—22 анро тузо) =0 
(2) (—?)Ф""()—22 EH s EE =0 


CL. (3) a@"(z)+b@"'(z)=0 

(4) a$5(z)*-b07'(z)20 

(5) aO" (2,)+b,@"'(z,)=0 

(6) a," (z,)- b," (z,) -0 
(3) ^ (z,) -(4)x ^ (2) S b (7 (297 (2) -0"(z)0"*(2))-0 (7) 
(3) x ^ (z,) - (4)x D" (z,) S b, (b (z,)b"(z,)-"(z;)b"(z,))-0 (8) 
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= [dz Ф"(2)Ф"(2)=0 si p# p' 


On а de la même façon la relation avec les fonctions de Legendre de degré p : 
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Le calcul de la norme des fonctions propres se fait comme suit pour les fonctions de Legendre 
solution du problème sphérique à trois dimensions: 
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(2р+1) 
On obtient un résultat similaire pour les fonctions de Legendre solution du probléme sphérique à 
deux dimensions : 


(- 2E LAON T 0 z2) 
2) 2 Ор 02 P 020р ; 
Í dz Ip c) Е (2р +1) 


Pour les dérivées premières des fonctions de Legendre de degré p réel ои de degré p et d'ordre m 
(entier), il existe des formules permettant de les calculer. Celles concernant les dérivées premiéres 
en z sont : 
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FQ E (28, (2) - B.) ED - P 169,0) - 0.40) Vv20e9 ou N 

2 Z = 2 2 — 

ӘР” (z) _ Е! (zv P" (z)- (v m)P",(z)) dQ, (2) _ 2 (zv Q" (z) -(v +m) " (z)) Vv»0e9t ои М 
02 а=] д2 2 —1 


II existe plusieurs relations pour déterminer les intégrales indéfinies des fonctions de Legendre de 
premiére et deuxiéme ЯЕ 




















[= Р (2) = Mom faz Oz er [а P( P( z) E "n zP (2) 

[dz О,( - 240) zO, (z ) Lon PA a 2) (ao п ые 
кт Nn 
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v(v +1) v(v +1) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour ce qui est des dérivées premières du paramètre réel v, les formules sont plus complexes pour 
les fonctions P de Legendre et de Legendre associées: 
Fonctions de Legendre de première espèce 





k 
(F) > DQ se с (reve иок) sys Dc T vane s 
К=1 


ls 














OPZ) _ _ Cos(zv) p "SD 
ыы EE Kee ees (vk -»)- vi even [it 


Vv »50e9t,veZ ël que E S| 21 











OP(z) NS 1 l=z G), j (k) r r 
(ЕЗ) = т - УЫ S E "$c st H Ae 


CH 


Vv>0e 9 kao S 








2T(k-v)T(k+v +1) "il 
TM A, (z) = P ne = (V (k - v - 1) - w(k »f S 
ОР, (z) = Cos(zv) p 2400) 


ду Sin(z 5 











Vv>0e 9 йине С 








Fonctions de Legendre associées de première espèce 


OP"(z) ` S Cos(zv) (I+ z)"? E (-v),(v +1), 




















1-zY 
PET Sina) "O q- zy Y COR tice uv D 2 | 
Vv>, 0ER,v 2, arae S А 
Рэ (2). (1+ z)" Es 1 0, d 
сае ду (1=-z2)"? =T(k- Lua “| Es $c SS (2+- je 


Vv>0e 9 Taqa м 








+ SE EI(k-v)T (k+v +1) 








A" G) = Sinav) + ПЕЕ 











т/2 E ! 
OP" (z Cos(zxv m 
TO GE) pac L 
ду Sin(zv y"? 
Vv»,0e9t,veZ haue ue 
< Г(о +k) . 
ой (о), est le symbole de Pochhammer (a), =a (a +1) ---(a+k-1)= Ta) I (D) fonction Gamma 
a 
р : PN 7. À (toi 
y (a) fonction Digamma dérivée log arithmique de la fonction Gamma = y (a) = T(a) 
a 


S nombre de Stirling de première espèce 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour trouver la dérivée seconde de l'expression, on substitue l'expression de la dérivée première en 
z dans la dérivée seconde, soit : 


GEI. 2 (nen. ? (ven en- n. e, ene, RO-RO, v (20 el 














OzOv ду Oz ду SC -1 OzOv z2—1 z? -1 ду ду 
| „ $F; (2) z + Ôm) EAT) 

ôP" (z) _ ô ((zvP"(2)-(v + т)р", (2)) ČRO RO-RO ду ду 
OzOv ду z? -1 Огду z? -1 z? -1 


On peut également prendre la formule F1 et dériver directement selon z : 
Fonctions de Legendre de première espèce 




















(в) = Z = x d (v (k+v+)-y(v- vull d vE EE AZ 
k-l 
OP(») _ ô za 
OzOv Oz\ Ov 
-1 
S250. Me EE Vv>, 0ER, vgzZ eiel E eT 








Pour les fonctions Q de Legendre, on développe les dérivées premiéres du paramétre réel v selon 
les formules suivantes : 
OO (2) Соѕ(лу) 


_ 2,0 
p» E RON О,(2)- у ` (v +1)2, (2) + 


(MC D (Sos kenen: Re: y(k- DE 





(FI) > 








d 





Ауе meny PUB 





HUELEN _ 


1—2 
2 


(F2)= "A = id 

(2) m^ _ Соѕ(лу 

oy 7 3 Son О SS VÀ At 2 
Vv>0e%,.v e Z ic aude en 











où (a), est le symbole de Pochhammer (a), =a (a I) («+ k-1) = E I (D) fonction Gamma 
a 
: À POR. RS f (toi 
y (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma < y (о) = Г(а) 
a 


y (о) dérivée première de la fonction Digamma SÔ nombre de Stirling de première espèce 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour les fonctions Q de Legendre associées, on développe les dérivées premières du paramètre réel 
v selon les formules suivantes : 






























































Senteurs SEED -yt-p+9)+y0+ o- 
Sin(xv) Sin(zv) 
re) _ met | (EADE E Cv) nu. 1) 
Wien T зно) Чәч" 24Tü- uen О veren] S ) R 
(v-u*1,,G-D"^& Cr SEV ( 
(z 41)? EPI k! Wires viven d 
Vv»,0e9,veZ tel que =A 
-(I- uv), re EE ETA (2) 
OQ'(z _ me" GED 1 1—2 Y e, ULIN d) r T 
en 2Sin(z и)| C- S rossa 2 | Ès Y >C D S (2+ z v+) 
E 
_ (pipe z^ = 2 Dy SE r Z) r 
(Gu Dn? LT- "TE е LS =q VD 
Уу>0є# tel que = «1 
u (+2) &X Г(К—у)Г(К +v +1) КЕЯ 
(Fs) ROSE) =”: = аалы, | 2 | 
oQ! (2) rou " л Sin(z) sí Со5(т(у+и)) „u 1 ve 
ôv 2 GR Sin(zxv)Sin(z(v + u)) @ (2) 2Sin(z(v + и)) ое 2Sin(z(v + и)) SE 
Vv»,0e9,veZ tel que е2 <1 
ой (aœ), est le symbole de Pochhammer | (aq =a (a +1) --:(a+k-1) = i Г(Г) fonction Gamma 
a 
y (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma = y (a) = = 
a 


v (а) dérivée première de la 


fonction Digamma | S) nombre de Stirling de première espèce 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En développant l'intégrale de la norme , on obtient le résultat suivant : 


CE 0 (z) At д zx 
у - z 












































2 др Oz OzOp 
(Formel). To (o, (z) SN i 
Développons À = h-r 22K 29,6) Ee > uu e. P (29,()-9, 1(2)) 
Op Oz Op Oz Oz z* -1 
f o b (z) И E (zo TN (2) р É Oh (z) " OO, ; a) ad 
OpOz z*=|` ? À z? -1 др др 
4-0-8 Р (zo (2) - A ZZ (z)- 9 OZE 2.0 mem 
др z°-1 ^ Ё z* -1 Р P др др 
a 20 _ (z) — z (2))+% ,(z)(z@ (z)-9 aC) po e: um ma 
Op p p P p p p др F 
Е glo, (2)- Ф, Ac dn a 2 -@ (z) каа 
р Ор 
°, GL. (2) Ф524 (2))+ IA (2) s (z) -o,(z) 2. 3) 2 
22 2 р р 
(Forme 2) L dz Ф (z) = Gp = 5 


ou bien encore 





(Forme 2) [dz 8,(z) "Gah 2 L. "a Ф,(2) 


Nous арріідиегопѕ notamment ces formules dans le cas de configuration de corps еп cône 
sphérique pour des conditions aux limites de Dirichlet ou Neumann. 


р Ë bc «| Ф (z) Г el 


Considérons un problème aux limites quelconque dans ипе sphère, alors selon le système de 
coordonnées sphériques et ses propriétés de symétrie, les contraintes sur la solution sont les 
suivantes, et elles doivent s'appliquer sur une configuration de corps sphérique ou méme de 


révolution sphérique comme un cône sphérique ou un hémisphère : 
T(r,0,@) fini 
Т(7,0,ф) périodique en o de période 2л soit T(r,0,@)=T(r,0,p+2x) 
T T T 2 
ASE e en @ de période 2л soit EE 
дф дф дф 
T(r,0,@) fonction paire en Ө soit T(r,-0,9) = T(r,0,q) 


Т(7,0,ф) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 





La périodicité en angle « de la solution, permet d'exclure les valeurs propres négative conduisant à 


des fonctions exponentielles. Mais elle permet également de restreindre les valeurs de m, à des 


Ф''(ф)+о„Ф(ф)=0 а; = т? = Ф"(ф) — т?Ф(ф) = 0 = Ф(р) = e" 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


De même la condition de parité en 9 implique une solution en variable de Cos(9), et de plus la 
condition de continuité et dérivabilité en 9=0, exclut la fonction de Legendre de deuxième type qui 


diverge pour la valeur z=Cos(9)=1, soit 9=0. De même la solution des fonctions de Legendre n'est 


possible que si les deux paramètres sont liés par la contrainte m<=n. C'est la raison pour laquelle la 
sommation sur m dans la série est étendue de -n à +n. 


Par principe de superposition on recherche donc en général la solution sous la forme d'une série : 


T(r.9,9)= X. X (A, „r В, т") (Cos(0))(Ce"*? + pce") 


n=0,+œ m=—n,+n 

équivalent 

T(r,0,9) = > > (4, „г“? +В" )р" (Cos(0)(CCos(mg) t DSin(mq)) 
n=0,+œ m=—n,+n 

Et lorsque le problëme ne dépend pas де l'angle azimutal ф: 

T(,0)- Y (4,r Ô") B r")P (Cos(0)) 


n=0,+œ 


On verra que pour un cône sphérique que la solution s'écrit également sous la forme de série mais 
cette fois avec des degrés non entiers, par exemple pour un problème homogène de Dirichlet en 
0-0, et indépendant de l'angle o 


A, solution de l'équation P, (Cos(0,)) = 0 
T(r,0)= X (4,77 + p r> JP, (Cos(0) 


n=l,+œ 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On exploite les relations d'orthogonalité et les formules intégrales comme suit : 
2 (п+т)! 
"7 (2n+1) (n-m)! 





z > Cos(0) > | dz P"(z)P"(z) d dO Sin(0)P" (Cos(0))P" (Cos(0)) - à 


Pr(z)- CD" (=)? TAG) P(-z)- CY" P(z) 


=> Р) q eye ZEC? Ce oras zy LÉO Ce pr) 
2 
= Pr (= z)=(1)"" Pr (z) 





Dry) Em (2) da: = d 


2 





| dz P" (z H d0 Sin(0) P” (Cos(0)) = 





je P" (z =| dz P" (- 25| dz P"(z)- (1+(— Den] dz P" (z) 


= (-1)"(-1)" «c» | dz P? (z)- Cy (c D" +(-1")[ dz P7(z) 





m 4 -2m-1 n п+1-т 
(-)" 27777 Js т! (3) - бый 


Pte) e= 


2л 
Í do e"*e"* =2л 0, = | ар eier? | d0 Sin(8)P" (Cos(0))P" (Cos(0)) - д 
0 





| dz P"( -f d0 Sin(0) P” (Cos(0))= 








Vm,m'e L 


4л (ntm) 
ven (2п+1) (n— m)! 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Notons par ailleurs les valeurs suivantes d'intégrales d'après la norme des fonctions propres 


: 2 2 ! "RES 
[ee ou a Ett" 





Je (re: (z) = je (p (— 2) + | dz (P” (z) = 2] а= Le: GI 


0 





1 
= [а (P"(z)f 1. (n+m! 

Á (2n +1) (n — m)! 
Lorsque les conditions aux limites sont indépendantes de l'angle azimutal ф, alors la solution ne 
dépend également plus de l'angle. Considérons un probléme aux limites quelconque dans une 
sphère r,8, alors selon le système de coordonnées sphériques et ses propriétés de symétrie, les 
contraintes sur la solution sont les suivantes : 
T(r,0) fini 
T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0) = T(r,O) 
T(r,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 
Par principe de superposition on recherche la solution sous la forme d'une série : 


T(r,0)= Y (А, + B„r" )P,(Cos(0)) 


n=0,+co 


Des calculs de normes sur les polynómes de Legendre on peut également écrire (voir plus loin) 


[аР = a P-2)=CD"P) 





Je (P. =2| dz CP, Y 





1 e 1 
= Jo (P. (2) = Ол) 


Les fonctions de Legendre possëde également des formules de récurrence entre indices (entiers ou 
non entiers) voisins 


_ (2v +3)z É | (v +2) ° 
(1) P,(z)- (v +1) P;alz) (v +1) Pilz) 


(2) Р@)= E p (j-€-Dp (2) 
у у 
(3) vP, (z2)+(v+DP, (2) = Qv +1)2Р, (z) 


| (2v +3)2 F | (vV +2) 
(4) q) Eio (e) LD Oe) 


6) 0 (=) 270, (s) 9o, A 
(6) vQ, ,(z)+ (v +DO,.,(z)= Qv + DzQ, (z) 














Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On exploite les relations d'orthogonalité et diverses propriétés qui s'écrivent : 
2 

nx 

(2n 41) 


P (z) base orthogonale des polynomes de degré < n sur l'intervalle [11] 


z > Cos(0) > Í dz P,(z)P,(z)= Í d0 Sin(0)P,(Cos(0))P,(Cos(0))= 


= faz z* P.(z)= 0 pour tout k < n 
faz z* P (z) = Í dz (= z) P, (- z)+ Í dz z" P, (z) =(1+(=D'" j| dz z" P, (z) 


faz z*P.(z)-0 vVkeZ/k-n impair ou (k —n pair et k « n) 


























n 


1 1 п+1 п 
faz z'P (z)=0 Vk e Z/ (k-n pair et k < n) faz z'P,(z)= n et faz z"P (z)= S Se 
0 aS n+ 0 n+ 
| 2"* k Ha} | Ska 
Si k-_n pair et к> п alors faz z* P (z)= L 2 et faz z* P (z)= n : 
4 | =" Wuert o | =" Wuer 
1 1 1 
Il reste à déterminer pour k — n impair faz z* P. (z); Pour k = 0, faz P (z)=0 sin pair et faz P (2) 0 si n impi 
0 0 0 
L'intégrale indéfinie donne faz P (z)= Р,.(2)- Р, (2) Р, .(1)= Р,..(1)=1 Р, (0)= Ул 


2п+1 


























=> si п = 2m +1 impair Р,, (0) Ed (0) =0= si n =2m pair, P, (0) =P a (0) =0 
=> si n impair P, .(0)= 0= > Ул 1 ИЕ (0) 0 Ул 3 
UID (des 
2 2 2 2 

1 
si n impair faz P (z)= Pr (0)- P, .(0)]- Ул : : 

A 2n+1 2n+1 day) (ZG 

2 2 2 





_ n 21" Mz (n - 1)! ni =. 
T(n)=(n—D! (4) [2-1] d d 
> Í 
| (AY 27 4o (n -1) d SE 
(2n =D)! 2 (2n +D! 
j p E Ул | Cum — CD"Qa«D! | CD" T Qa-D! , Qn-D!2nQn*D 
d Ste 4n+3| 27 (n—Yynt/z  2°"'(а+1)!ял!/л | 4n+3| 227" Dim | 27" 4(n1)n(n 1)! n! 


Н (-D'(2n-D! + рь Í de P, (z) (—1)'(2я—1)! 1 (-1yQny 
(4п +3)22"1 (n-1)n| 200+) | 





=> sin => 2п +1 alors d e 











` 2" (n-1!(n+1)! 2 2" (n) (n1) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Exemple : Probléme intérieur, sphère pleine (г,9, ф) soumise à des conditions aux limites de 
Dirichlet inhomogènes en r=l„ ne dépendant que de l'angle 9 et pas de l'angle azimutal o 
Soit le problème : 


AT(r,0)= 0 


T(r, Ө), = 1— Heaviside(0 —z/2) fonction de Heaviside 
T(r,0) fini 


La solution est indépendante de oer se développe en série de polynôme de Legendre 
T(r,0)=C+ D Y (4, +B r" JP, (Cos(0)) 
r 


n=l,+œ 


T(r,0) = Y (4,7 + B,r") P,(Cos(0)) en posant P,(z)=1 (également orthogonal à Р (z)) 
n=0,+œ 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
La condition de finitude implique que A„=0 d'oü : 


T(r,0)= > В" Р,(Со5(0)) 








Р, 








gE Í dz P (=) = fao Sin(0) P,(Cos(0)) = 
































L e (2n+1) 
C.L. T(r, dal, = 1— Heaviside(0 —7z/2) fonction de Heaviside 
л/2 1 
Í dO Sin(0) P,(Cos(0)) (2п+1) ( dz P, (z) 
l A A de 1 1 
= B, = 2 et B, = z 2 = = = m 2 n => 
Lu, 2l, 2l, d = "yt + | C 
2 2 
Ул 1 1 
By CH Ban = p anet Vin BEE 
r | үе +1) d 5 үе +2) 
B, Ут 1 1 


"om dh din 
п+1 e 
nm n _ 2 a(n - 1)! _п\_ 2 J 
T(n)=(n-1)! di = d d 
| 
= d. 2п- D (C277 V7 (n - 1) d. 2n+ D CD" 27" Van! 


2 (2n =D! 2 (2n 1)! 

















de | CiYvQa-0! — (—1)""(2я+1)! | CDT Gs-m 





(2n – 1)! 2n(2n +1) 





B rar 
nnm in SE, ы кес H ECH, 


CD)” (20-1)! (2п+1) (=1)"(2n-1)!(4n+3) 
= 2; 2»H 32x43 1+ — Bua шулап 
2/7" 2?" (n-yIn — 2(n41) ] 71327 0 — Yan +1)! 











Dog 74 У, (1) Qn - Dn 3) 


2п+1 
r 
Р, 1 (Cos(0 
n=0,+œ SCT (n I 1)!(n zk 1)! É | nat ost )) 


ои bien 








28 rl, Qm! (4n+3) 
WB) B CU ral 201) P C080» 


n=0,+œ 


277 4(n + D)n(n – 1)!n! 


| 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Lorsque les conditions aux limites sont inversées, soit 


AT(r,0)=0 T(r,0,q) fini 
T(r, Ө), = Heaviside(0 – л /2) fonction de Heaviside 


Alors Іа solution est де Іа forme : 








л -1 1 
[40 Sin(0) P,(Cos(0)) (2n+1) dz P„(z) (2n+1)f dz P„(z) 
Sp et В, = 2 - = 9 --(-1y 9 
2 L" |P, 21, 21, 














(=1)"(2n-1)!(4n +3) 
1727 9 Туи +1)! 


de (-1)' Qn - D! (4n +3) 
T(r,0) = 2 2 2?"“(п—1)!(л +1)! 





—B,-0 et B 


DEEL 





| — J P. ai (Cos(0)) 


ои bien 


D zl rV" Qn! (4n+3) 
(курсы су B (-1) P (n). 201 P,, (Cos(0)) 








n=0,+œ 


Supposons maintenant que les hémisphères supérieure et inférieure soit à des températures 
différentes respectivement T, et T.. Alors par principe de superposition nous avons : 


пед У аа | P. (Cono) 





„63 2? (n — DI +1)! 


1 (-1)' Qn - D! (4n +3) > 2п+1 
d SC 27"* (n Ditn +D! B GEO 











Ik 1) 2n -4n +3) r)” 
T(,6)- 75. (r, ry СУ mee | P (Cos(9)) 


ou bien 
2п+1 
T,+T, (T-T) r „ Оп)! (4n+3) 
T(r,Q) ==@ SL xU 1 1 P (Cos(0 
ы: SE B LU Gap 201) Pe: (C090? 
Si To =1 et T,=-1 alors 


_ (—1)"(2л—1)!(4п +3) 
T(r,0) = SC 2 "H (p —1)!(n+ 1)! 








n=0,+00 





| Í | P. (Cos(0)) 


ои bien 


_ КҮ ыза Олу (An43) 
T(.8)- Z B CU Ze (туч (C090 





n=0,+œ 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour le problème plus général : 





AT(r,0)= 0 
T(r,9), , = 700) 
T(r,0) fini Ici les couleurs sur la sphére figurent la variabilité des conditions aux limites en 
9 et indépendante de ф 
Үн 1.0 
_ 0.0 xT T rj 
10 99 eet? / 
= | 








La solution s'écrit : 


B, = fao Sin(0) f,(0) В, = fao Sin(0) f, (0) P,(Cos(0)) 


IECH > s er P (Cos(0)) 


r 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 

T(r.9), _, = fo(Cos(0)) 

Alors la solution s'écrit sous la forme : 


z=Cos(0) В, = | dz f,(z2) В, = Í dz f, (z) P, (z) 





n=l,+œ 2 


T(r0)- + X B, ern] P.(Cos(0)) 


Voyons quelle est la solution lorsque la condition aux limites est paire 
fo (Cos(0)) = f, (Cos(x –0) = fa (-Cos(8) avec la variable z /»( = /(—2), Cette symétrie se 


traduit également par la symétrie des conditions aux limites entre les deux hémisphéres. 
La solution s'écrit alors : 


z-Cos(0) B, к ое а LE) 
B, = ја ey P.G) Je ӘР) + fa e P.) = [a e P.G) -fa (=z) P„(=z) 


B, =(1+(-1)") j dz fo(z) P„(z)=> Bui =0 В„=2 Í а f,(2) PaE) 





T(r.0)=%è+ У B, i Р,(Соғ(Ө)) 


1=1,+œ 


PENE дл. 
Lorsque la condition aux limites est impaire : fs (Cos(8)) = –7,(Соз(т -0)) Avec la variable z 


fo (z) =-Jfo(C-2) la solution s'écrit alors : 


z=Cos(0) В, = je f,(2)=0 


>À 


B, = [4 ey P.) Je e P.G) +] e P.) Je e P.G) -fæ (=z) P,(- z) 


B,-(0- C1") Í dz f, (z) P„(z).> B, -0 В, =2 Í dz f; @ Paul) 





1=0,+00 2 l 


r 


10855 се fr) P, (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Probléme intérieur et extérieur, sphère pleine (r,9,@) soumise à des conditions aux 
limites de Dirichlet inhomogénes en r-l. ne dépendant que de l'angle 8 et pas de l'angle 
azimutal ф 


Soit le probléme : 
AT(r,0O)-0 re D ‚+оо 


T(r,0),., = f, (0) 
T(r,0) fini 


La solution est indépendante de ф et se développe en série de polynóme de Legendre 


T(r,0)=C+ Ss Y (4, ee) +B r" )р, (Cos(0)) 
r 


n=l,+œ 





T(r,0) = Y (4,r een + B,r")P, (Cos(0)) en posant P(z)=1 (également orthogonal à P,(z)) 


n=0,+œ 


Avec la condition de finitude de la solution à l'infini, il vient facilement : 
1 1 

z-Cos(0) В, = Í dz f,(z) В, = | dz f,(z) P, (z) 
-1 -1 


(2л +1) 
2 
En continuité la solution à l'intérieur de la sphère est : 


z=Cos(0) B,-[dzf,(z) В, = Í dz 7,02) P,(z) 


-l 


T(r,8)= 5. > B, 


n=1,+00 


B P.(Cos(0) 
` 


2 l 


r 


T(r,0)- A4. Y a Bol: P.(Cos(0)) 


Application à un probléme d'électrostatique : soit une charge électrique placée au dessus d'une 
sphére conductrice à la distance b du centre de la sphére de rayon a, toujours à l'intérieur (b«a), 
qui induit une répartition de charge sur la surface. La sphére étant conductrice la charge induit une 
répartition de charges opposées sur la surface de la sphére. Cette derniére se trouve alors placée 
au potentiel nul sur la surface de la sphére. Quel est le potentiel à l'intérieur et à l'extérieur de la 
sphére chargée ? Attention, il y a un piége, l'équation à l'intérieur de la sphére est une équation de 
Poisson, car il y a un terme source (la charge électrique), tandis qu'à l'extérieur c'est une équation 
de Laplace (sans terme source). Le principe du maximum et du minimum s'applique à l'extérieur 
mais pas à l'intérieur. C'est la raison pour laquelle le potentiel à l'intérieur n'est pas identiquement 
nul tandis que celui à l'extérieur l'est. 


Le potentiel crée par la charge électrique est de la forme : 


T(r,0) = d == 4 = q 
el Jeer?—rn J1? +b2-21bCos(@) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Les distances en coordonnées sphériques se développe en série des fonctions propres angulaires : 














À -1 > (£) пс») 
Мх + il =2xx'Cos(0) Xa X 
1 1 bY 
xol, x>b> = > | J P (Соѕ(Ө)) 
JL? +b? =21,bCos(@) | „57.1, 


1 _1 
Мх -x"42xx'Cos(Q) х 
L'angle étant celui entre les deux vecteurs x et x'. Cette angle ici puisque la charge est placée sur 
l'axe z à la distance b de l'origine a un angle nul et l'angle entre les deux vecteurs se confond donc 
avec l'angle 9 du systéme de coordonnées sphériques. Afin de ramener les deux problémes à un 
probléme de Laplace, on tire parti du potentiel à la surface, et l'on recherche les solutions des 
problémes intérieur (Poisson) et extérieur (Laplace) sous la forme de l'addition du potentiel de la 
charge électrique et d'un potentiel О(г,9). De cette façon le nouveau potentiel U(r,8O)devient 
solution d'un probléme strictement de Laplace : 


T(r,0)= 4 +U(r,0) 
үг? t b? —2r bCos(0) 








xj (E J P.(Cos(9)) 








r 


Intérieur  U(r,0)= > A 





EEN оо), =-2 Y. B P.(Cos(9)) 




















n=0,+œ r r n=0,+œ r 
1( b) q br É q q br $ 
—4,---|2|-2u(0)--2 У |Z | Р(Соз(Ө)) T(r.0)= = 
10 pn SIS Jr +02 -2rbCos(8) 1, Z. E 
Posons x— 1 x'— г = l = : > 63 P,(Cos(0)) = 
L dx + x"-2xx'Cos(0) 1, „501, 


2 
| 12+ (3 — 2brCos(0) 


r 


= T(r,0)= < À 
Jr? + b? — 2rbCos(0) | 2, | —2brCos(0) 
j l 


r 








q ql. 

=> T(r,0)= : 
Jr -b!-2rbCos(0) b ү [2 

r? + b -2r b Cos(0) 


4 
1 


r n=0,+œ r 


4 n п+1 
—B,--l — = U(r,0)=-{ 2 [ËJ Р,(Со5(0)) = -€ 
L, n=0,+œ 1 r F 


r 

















“ы 





n+l 
Extérieur U(r,0)= > 8, ` Р (Cos(0)) U(r,0) 
n=0,+00 


r 


a P.(Cos(0)) 


r=l, E 


É | P.(Cos(0)) 


r n=0,+œ r 


Posons хг x'—> b => 














l -1 > (2) n«ose»- l 
|x? -x"—2xx'Cos(0) "oer Jr ^ b? -2rbCos(0) 


=> T(r,0) = d 2 =0 
г? +b? -2rbCos(8) r^ +2 -2rbCos(0) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On retrouve bien le fait que le potentiel à l'extérieur est nul du fait des conditions aux limites nulles 
du problème. On retrouve pour le problème intérieur la solution donnée à l'aide de la méthode de 
images électriques pour la sphère conductrice, soit un dipôle constitué par la charge électrique de 
départ placée à la distance b et une charge de signe opposé placée sur le même axe à la distance 
1?/b du centre de la sphère et de charge -ql,/b. 


L'équation de Laplace en coordonnées sphériques : 
2 
AT(r.6.0) = | д б ссе l 1 8 (sno esm), 1 д T(r,0,@) =. 
r^ òr or r^Sin(0) CO 00 r^Sin(0) дф 
est invariante par la transformation r'->R2/r : 


Si T(r,0,p) solution de : g r? een), - : д 
r Or Or r^Sin(0) 00 








0 








(sino) 2D) 4 1_ ëtt 


00 r^Sin(0) дф? 
R [R° : ; 

Alors U(r,0,(9) = —T| — ,0,ọ | est également solution AU(r,0,@)= A,U(r,0,0)+ A, ,U(r.0,9)- 0 
r r 


Notons A=A,+A,;, et sachant que AT(r',0,9) = A,T(r',0,p)+ A, „Т(г',Ө,ф) = 0 
R° 020(ғ,0,фр) R R dr'OT(r',0,p)_ R (сй | R° 0T(r',0,9) 
= S “ә RAT ур 2. 























P = -=T(\r',09,@9)+ T 
JUPE Or r? (r e) r dr Or' r? S r Or' 
3 ' 
р? OU (7,0,ф) у 0. oi 
Or r Or' 
sofa 22) R (Өр) TOO) -p _ К дТ(^.б,ф)_к' OT(",0,9) 
Or Or Or ee r Or' r? Or' p or? 
3 ' 2 ' ' 2 ' 
_ iB > ôT(r el, „д T(r 0.9) ER И ôT(r 8.9) | „2 e?T(r 0.9) 
r Or' Or' r Or' Or' 
r^(..0T(r,09,9). »0°T(r',8,p)) r° 1 O( 4,0T(r',0,Q)| r° | 
r R° |2, дт d И ôr" NN Or? d Or) (RB те Zei 
p? p? 
Ay U(r0.9)- А, T(r'.0,9)=> A,U +A, U(r.0.9)- =Z (A, T(1'.0,0)+ А,,7(".0,ф))=0 саа. 


Се qui confirme le résultat de Іа construction de Іа solution à l'aide de Іа méthode des images еп 
électrostatique. 


Exemple d'électrostatique : problëme extérieur de Dirichlet, sphëre dans un champ électrique 
uniforme ахе z, portée qu potentiel 0 


En utilisant le développement en série de polynóme de Legendre, avec la forme requise du 
potentiel à l'infini, la solution doit être de la forme : 


T(r,9) 


‚„=0 LimT(r8)- -Ez = -EyCos(8). T(r.9)- -EyCos(9) Y, Z P (Cos(9) 


n=0 F 








> B(Cos(8))- Cos(9)= T(r,9) = 4 _ Ey'Cos(8) 


2 
= A -En =0>4= Ey = T(r,9) = coto] (2) = а 


Ty r h 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple d'électrostatique : problème extérieur de Dirichlet, sphère dans un champ électrique 
uniforme axe z, portée au potentiel VO 


Cette fois la sphère est au potentiel VO, on rajoute le terme en 1/r à la solution précédente : 


2 
T(r,9)= вле d LE | +V, 7o 
r n r 


et dans ce cas il y a les deux termes des polynómes de Legendre P0 et P1 





Exemple gravitationnel: problème intérieur et extérieur Poisson/Dirichlet, champ gravitationnel 
interne et externe à une sphère, homogénéisation de l'équation de poisson 


En utilisant le développement en série de polynôme de Legendre, avec la forme requise du 
potentiel à l'infini, la solution doit être de la forme : 
Intérieur Poisson AT (r,9,9)- О, = -4лр Т, (r.0,9)- T, (r) 


Extérieur Laplace AT..(r,0,p)=0 T,,(r,0,9)- T(r) 


д 
Talr, 0 9)... =T. (r, 0 ol. "un 








o д o 
= =T. (r.0,9) e a in (0,9) = =T. (r.0,@) 


r=ro r=ro r=") r=rg 


1 Ô д art art 2 
BEEN dam ()- Q, = rz") 27 Aen 


T (r)= T£" (r)+ Ten (r)=> АТ! (7) = 0 => homogénéisation de l'équation de Poisson 





L'homogénéisation de l'équation de poisson, conduit par le respect des conditions de continuité 
aux PRIE suivantes et les solutions intérieure et extérieure de l'équation : 


(r)= Qv +Ar T 











2 
T, шо SA IQ LM Ее. 
| r 6 LA H 
ду О р От +A 2 Оз 2.02 2 
To 3 6 Р, 3 
2B Ou = B “О РЕНИ В _ On = Oro _ 40% EC 
6 12 ro 3. 12 12 4 








Оу? Ог? Qnr Qr’ lir 
r (v) =Í + я, = © Dir ОА 1 








(r) = Qi On Т0 _ mm, To ; 
Se 12r Ж de XE MEL 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Fonction génératrice des polynômes de Legendre et des fonctions associées de Legendre 


La fonction génératrice des polynômes de Legendre est définie telle que le développement de 
Taylor autour de l'origine donne les polynômes de Legendre : 


G(z,t)= УР, (с) 


n=0,+œ 


On peut montrer que la fonction génératrice est la suivante : 


G(z,t) = 





l n 
YUBRG гє e «re [а F, (2) 2t 
-1 


1 
NÉE —2zt "CE ATA -2zt ` 2n+1 


la formule donne alors : 








ТА H Р,(2) 
| Ë ï Na +102250 o a 
a 2 
а а 
а а 
=> = 
Ма? +t? — 2zat Ja? +? -2atCos(0) 


= Y (E) Costo) 


ым 
dar —-2atCos(0) а „5а 


z = Cos(0) 

















La fonction génératrice des fonctions de Legendre de deuxième espèce est la suivante : 
1 rO tert 
Jeep -2zt 1-2 
La fonction génératrice des fonctions associées de Legendre est la suivante : 
(-1Y""(1-22)2 a""(1-22) 
2" n! dz"*" 
1 z d" G, (z,t) 


G,G,)=——— = УР) G„(z,t)=(-1)"(1-2?) x 
1+ -2ztp "9 dz 


оет. See 


G(z, t) = 





= YrQ() ге et Na 


n=0,+œ 








веб) (170-22) 00) реа) = 














2" m (pp? asy (оа deme 
On peut aussi écrire puisque P”"(z)=0 n<m n,meN 
(реу умреа 
2 т. (1 + t? v=: 221)" n=m +œ 


Les fonctions associés de Legendre d'ordre négatif sont définis ainsi : 


Pj" (z) =(=1)" | S = P" (z) 


En coordonnées sphérique la distance entre deux points s'exprime comme suit : 

x(r,0,9) x'(r',0',g@') Ix-x|- Jr t r? 2rr'(Cos(0 — Ө')+ Sin(0)Sin(0'(Cos(o — ф')—1)) 
Ө angle entre x,x' |x —x'|= r? + 7?-2rr Cos(0) 

Cos(@)= Cos(0 — 0')+ Sin(0)Sin(0'(Cos(o — ф')—1) 

Dans le méme plan azimutal — ọ = ф' 


|x =x'| = Jr t r?—2rr'Cos(0 – 0") 














Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Ce qui conduit à la formule pour les puissances négatives impaires de la distance entre deux points 
dans un même plan azimutal: 


(2m — (nl zh CE r= UP) st=* (2m-1)1= Ges 
x 


mic ! 
1+? -2zt) t3 п=0+ә PS 








= Ié 7 
ао 
т am _.m+l 


= (2m DII zy CP x r = > ok Posons 2 = Cos(0—0") 
x 


2 2 m+— = 
x< + x" —2zxx') 2: Has 








P" (2)(1=22)2 Cyr (nm) 2"“т 
(n-m) (2m)(2n+1) 











m am ml N” 
Sin" (0 — 0") om) CU" x" x -= (2) P" (Cos(0 — Ө')) 
zm (x? + x^ -2xx' Cos(0 -8»y'z п=0,+ю N X 
1 2" т\(— 1)" (=) Я 
= im — E EUM P" (Cos(0 — 0')) 
(e + x"—2xx' Cos(0 — of: (2m) Sin" (0)x"" х" „4,0 х 


1 2" mY(— 1)” х' K 
= P"(C 0-0) 
=> х _ x^" (2m) Sin" (0 m Q')x" ym E > [ z ) Е ( ost )) 


- X (E) 2 Co on 
x 


F == 
Rx] së, 





Cas particulier m = 0 с = SE D: y] > | | 


Existe-t-il une formule similaire pour les puissances positives impaires de la distance entre deux 
points ? 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Séries calculées à l'aide de la fonction génératrice des polynômes de Legendre 


En intégrant terme à terme la fonction génératrice sur la variable t, on peut sans grande difficulté 
calculer des séries : 


1 
G(x, y ) = = p «l et «I 
(< ») Sr +x’ – 2ху e 92 š : P 












































=> fax G(x y)- Z  RO)= [а : E ЕА АИ 
0 ? n=0,+œ n +1 Ai + t? А 21у 1 = y 
E res 
m > = Р,(у) = ја 1+ x? -2xy —1+ yLog x—yc4lc-x —2xy 
n=0,+œ n +2 М + t? = Ze — T » 
dee 
(x+3y) 1+ x? 2xy 3y (1 soya ==> 1+х 2 
€ Y x"? jue ja t? E 
„41 п +3 АЕР VS 2 


4-15y? -(a- 2x? - 5xy -15y? MJ x? -2xy — 
-ъб-з›' 0 CAE 2 








3 


1—у 











t 

=> P (y) =| dt = 
D | +? -2ty 6 

De même avec un paramètre h quelconque (voir S.Mottin < An analytical solution of the Laplace 


equation with Robin conditions applying Legendre transform »): 
n+h t" 1 1 h-1 


x h T 
P, dt — 
p Q)- Kë SCH la - 








On arrive MA ы d l'aide de Mathematica, notamment, mais on peut également le 
calculer à la main à partir de la 6 а intégrale de la fonction de Appell : 


1 DU EELER — h +1; a T 1) A y? 3) 
[dr 

2 
0 


+ х t? =2xyt ái 
m=+% n=+00 Г(а +m+ n) r (b. + m) r (5, F n) Г(с) x" y" 


AppellF (a, b,,b,;c; x; y)= 
ppe (a, i суху) > à na) T(b,) T(b,) T(c+m+n) m! n! 


meint ty \(1-1x)"(1-ty)” 


Compte tenu du contexte en x, y [х|<=1 et |y|<=1, l'expression s'écrit : 


1 x AppelF(8 3 энэ?) у) 
T 
dr = 
| Je xr? — 2хут h 














AppellF, (a, b, > b;;c; x »)= Г(с— B IT 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Calculons cette intégrale sans l'aide de Mathematica : 


+ y? -1 
x't*=2xyt 412 0« r = LNY Stier Age A 1) cl y? 1) x+) 


x 
1 
De plus у+уу” = = 
У-уу -l 


1 h-1 1 1 
T 











h-1 




















= {ат = (ат = À 
0 J1+ xe? 2хут 0 rum Jy? -1 = T Jy -1 11 0 1 хт 1 xT 
PEN AN, y-y4y -1 
x 


Posons ç = - e y? 1) Wee et a=h c=a+1=h+1 
у+уу -l у-уу -1 














1 А-1 


| 1 1 
da = | атт" 2(1— e 
=> [ar ouest 








0 











- | e T _ T(1)r (A) 


Appel 1. 
+ xr? — 2хут T(h +1) 


Ce qui conduit au résultat suivant, qui n'a d'ailleurs rien de nouveau en ce qui concerne l'intégrale, 


ni concernant la solution analytique en série du probléme aux limites de Robin sur la sphére 
(notons une erreur de calcul dans l'article d S.Mottin) : 


VheR' > vno) t AppelF 51.2 A = y d A ir) 
n=0, +0 H + 
zd э ы 
З T Р,(у)= 


n=0,+00 h 











On en déduit immédiatement ceci par des CHENE simples : 


х"Р,(у)= > х"Р,(у)-һ Z> P.(y) 


n=0,+œ n=0,+œ n=0,+œ 


1 
<> > y “п — h+1; ЕЕ у dÉ (y fr) 
ire n+h "BA de JI x? s 2 


n=0,+00 


iei PO)= Z n < P(v)+l Z 


n=0,+œ 














x z PO) 


n=0,+00 n=0,+00 + 


2n+1 x” 1—2 1 1 
> Y * E Del + appel 1.5. = Ж ЕЗ] E y z) у il 
De 2 n+h = h 22 











n 


Problëmes аих limites de Laplace en coordonnées sphériques- р- 


Exemple : Probléme intérieur, sphère pleine (г,9, ф) soumise à des conditions aux limites de 
Dirichlet inhomogénes en r-l. ne dépendant que de l'angle o 


Soit le probléme : 
AT(r,0,9)20 T(r,0,9) fini 
T(r,0,9),. , = f, (0) 





Ici la couleur figure la variabilité des conditions aux limites suivant 


l'angle Фф et indépendante de 9 





Dans ce probléme on revient à une géométrie à 3 dimensions, et une solution dépendant bien des 
trois coordonnées sphériques. 


Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La solution respectant les contraintes de finitude sur le domaine intérieur de la sphëre s'écrit 
comme suit: 
T(r,0,9) = > Y r" Pr (Соз(Ө))(А„ ,, Cosmo) + B, „Sin(m)) 


п=0 т=0 


п 


ett NE ee) pop) po UOTE рәр Lef 








á (n+m)! е " 2" p! š 2" n! 
T(r,0,p)= )YSYA.- " P" (Cos(0))e"? xx Den r" P"(Cos(0) e"? -Y Ss, Y" (0,0) 
п=0 m--n п=0 m--n n=0 m=-n 





" (2n 1)(n — т) 3» 
Y, Beer "gel ` [do sn fao rr (0.9)Y7 (6.9) -1 


Le respect des conditions aux limites donnent la solution suivante : 


P"(Cos(0))e"" tq 




















m (2n+1) т Gen 2 f ES m 2 _ 
Y, @.е)=, " a Ze (Cos(0))e” tq (Ү”(Ө,ф)| = | d0 Sin(0) | de(Y"(0,9)f = 
T(r,0,9)- É É s.r | Ү”(Ө,ф) 


S,m = | do ie? | dO Sin(0)Y,"(9,p) 


En développant une solution avec les harmoniques sinusoïdales classiques, supposons que la 
condition aux limites est une fonction paire de l'angle, il vient : 
Condition aux limites f, (@) = Lt 


2(n +m) 


[ez (Goo = Í do simeyfez (cost) => “тү у 


P, (z)=1= |Р„(Соз(өӨ))| = Í dO Sin(0) = 2 


|Cos(mp)| = | d0 Соѕ?(тф) = @+д„)л 
0 


+оо т=+п 


; | dO Sin(0) P" (Cos(0)) | de f, (9)Cos(mq) 
T(r,0,p)= >. > a [7 | P"(Cos(0))Cos(mq) В, „ 





n=0 т=0 








P” (Соз(Ө))| 1Соѕ(тф) 














|e P; (z) | do f,(p)Cos(mo) „ m((—1)" « n" suru E 
B„ „= TL 7 faz P”(z)= 2 2 faz P (z)=2 
i i (Со»(0))| ICos(mo)| 1 (enm S 
T(r,0,p)= зы 


п+т+1 


i n m үут-2 
1 <= | » | (2п T wA) Ni (n SS т) т (= 1) + (— 1) p d : 
I, 


ee" => 


4, = [de fo) А, = [de j,(e)Cos(mp) = 2 | de f, (e) Cosmo) 


AQ P" (Cos (Ө))Соз (mq) 





T 


п=1 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


DENN =| А А х. : 
Lorsque la fonction limite est par exemple Í, Œ) , alors la solution est bien triviale puisque les 
coefficients sont tous nuls sauf pour la valeur m=0, et également pour toutes les valeurs de n, sauf 
la valeur n=0, comme suit : 


2л 
À, = [40 Соѕ(тф) = 2л Ó, o 
0 


P"(Cos(0)) — P, (Cos(0)) je P (z)=2ô,0 


+оо m=+n 4л д, б Q 


T(r,0,9) = > > 2046 SC É | P, (Cos(0))Cos(mg) = T(r,0,9) = P, (Cos(0))= 1 





Supposons que la condition aux limites est une fonction impaire de l'angle azimutal œ, il vient : 
Condition aux limites },(ф) = — f, (-9) 


+1 
Сотте [az P7 (3)= 0 sim=0 ilvient n> 0 
MI 


п+т+1 


п п т үут-2 
€ el y (D «c»"p e pr 
1, (#3) mal (n m) ex i 
2 2 


= T(r,0,p)= 





(Cos(0))Sin(mq) 





A, = [do f, (e) Simo) = 2 [40 f, (9) Sin(me) 


Prenons par exemple une fonction limite impaire du type : 
Condition aux limites 


£e [ pelo Z] , -1 ERI D 1 o| r, Z , -1 pe| ar | 


7,0) =-/,(027л-Фф)=-},(—ф) @=2n-e 





л 


4, = [de FP) Sinne) =2f de f, (p) Sinmo) = 2) | de 5їл(тф)- | de Sin(mo) 


2 
3 A j 0 simimpair 
- 2 {como 00) = Án = ( 1)" end ME )41 | =40 sim=4p 
m 2 m 


2 E sim=4p+2 
4p+2 т 








n+m+l 


n п т kam 
p ec)? e (om) (ci +)" d ^ 
L, (53) ix (n+ m)l ez) 


J P"(Cos(0))Sin(mq) 














2 2 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Et une fonction limite paire comme suit donne la solution suivante : 
Condition aux limites 


;®={о LE et 1 E et O EET 


f, (9) = f, 27 -9)- f, Co) 
ч 2л 
4 = Jo, == 
А d 4 0 si m=3p 
A, - 2|do f, (9) Cosimo) = 2 | de Cos(mo) = [Sinmi == -1 si m=3p+1 
0 2л т 3 


5 ] si m=3p+2 
T(r.0.9)- 1+ 


(cv «en p ц" а аек (Cos(0))Cos(mg) 


Ke 








п 
ED nenez) E (n-m) 
8л n-l 1, d n+ d т=1,тє{3р+1,3р+2} (п + т) 





2 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Sphère pleine (r,9) soumise à des conditions aux limites de Neumann inhomogènes en 
r=l.. 


Si le problème s'exprime sous la forme : 

AT(r,0)=0 

T.(r,0) = f,(Cos(8) 

T(r,0) fini 

Alors la solution (à une constante près quelconque) s'écrit sous la forme : 


L 
z=Cos(0) В, quelconque B, = [а f (z) Р, (z) 
-1 


(2n+1) r 


T(r,0)= B,+ > В, 


n=l,+œ 2 


B Р,(Соз(Ө)) 
nl, 


Conditions aux limites paires fo (Cos(8)) = f, (Cos(z -0)) 


1 
z=Cos(0) В, quelconque B,,= 2| dz f,(z) P, (z) 
0 





2n-1 

4п+1) r Í r 

T(r,0)= В, + > B,, ( 2 eh Р, (Cos(0)) 
n=1,+00 n l, 


Conditions aux limites impaires Ío (Cos (0) = f (Cose -0) : 


1 
z=Cos(0) B,quelconque B,,,, = 2|dz f/,(2)P,,..(z) 
0 





2n 
4n+3) r r 
T r,0 = B + B ( P Cos 0 
( ) 0 2. 2n+1 2 2п + 1 Ë J nut ( » 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Exemple : Sphère pleine (r,9) soumise à des conditions aux limites de Robin inhomogénes en r=l.. 


Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(r,0)= 0 


T.(r,O)* hT(r,) = f,(Cos(0)) 
T(r,0) fini 


Alors la solution s'écrit sous la forme : 


z-Cos(8) B,- |dzf,(z) В, = | а f, C) P,e) 


_ Bo (2n +1) u^ T. 
T(r,0) = 2 Z B, ағы) | 3 P. (Cos(0)) 


Avec des conditions aux limites paires ^: o (Cos(0)) = /,(Соз(т — 0) . 


z=Cos(0) В,= [а 7,0) В„=[4:/,()Р„() 


2п-1 
В (4n +1) r 
T(r,Q) == + B, —— — P,,(Cos(0 
GE „ L Ar) >, (Cos(0)) 


Avec des conditions aux limites impaires Ío (Cos (6)) = — f; (Coss — 0) : 


z-Cos(Q) B,,- | dz fo) Р) 


T(r,0) = Y B (4n +3) 


n=0,+œ Ge (2п T 1 + hl.) 





| —Ç J P. (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Hémisphère pleine (r,9) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogënes 
en r=l.. homogènes en Ө=л/2 


Commençons par un problème dans une hémisphère soumise aux conditions : 
AT(r,0)= 0 


T(r,0) 
T(r,0)|, > =0 
T(r,0) fini 


Utilisons une astuce, et considérons le problème d'une sphère pleine soumise aux conditions aux 
limites impaires en Ө 





r=l, = 1 


AT(r,0)= 0 

T(r,9), , =] pour Ө €[0,z / 2] 
T(r,6), , = —] pour 0 € [x / 2,2] 
T(r,0) fini 


On voit que la solution de ce probléme doit nécessairement comporter une valeur nulle sur la 
tranche. Dans ces conditions la solution du deuxiéme probléme dans l'hémisphére supérieure est la 
solution du premier probléme dans le méme hémisphére. Le deuxiéme probléme posséde la 
solution suivante comme nous l'avons vu dans un exemple précédent : 


_ (-1'Qn-Dt4n3( r 1 
Т0,0)=2 3, а= = DeC» 





ou bien 


R Кү Qn) (Ana 3) 
T(r,0)= x |z) ( 1) 2?" (n!) IEI) P,„„(Cos(0)) 


Pour le problème plus général sur l'hémisphère : 








AT(r,0)= 0 
T(r,9), , =f, (Cos(9)) 
T(r,O0), ., -0 

T(r,0) fini 


On utilise également l'extension au probléme de la sphére avec des conditions aux limites impaires, 
Soit : 
AT(r,0)=0 


T(r,0) be f (Cos(0) pour Ө € [0,л /2] 
T(r,0) PS -fy (Cos(x — 0) pour 0 e DIER? 
T(r,0) fini 








Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Alors la solution s'écrit sous une forme équivalente à celle d'une sphère porté à des conditions aux 
limites impaires : 
z = Cos(0) => Cos(z —0) = -Cos(0) = -z => f, (—z) = — fs (z) 


B, - е TUE se [а WEG WE WEG f,C2)= 0 
B, Je $e P.) Je ne P.) Je fo P.) —(—1)” ја л (=z) P, (z) 
-ü-CD") | dz f,(2) P,(a) 

SB,,=0 Baas d dz f, (z) P,,. (z) 


= C, Je ne nue ) 


T(r,0)= > сз) P,, a (Cos(0)) 


n=0,+œ 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Sphère creuse (r,9) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en 
г=1, et Dirichlet homogènes en r-l... 


Soit le problème : 
AT(r,0)= 0 


T(r,0) =0 


ës 





T(r,8), ,. -1si0c|0,z/2] O sinon 


La solution est indépendante de Ф et se développe en série de polynôme de Legendre 


1 La ( З | (7 
T(r,0)- il 3 (1) Qn- D! (n4 3) (a r 


D P, (Cos(0 
| d p 2?" (n 1DI!(n+D! [' | [ E nut ost )) 
1-_ | r2 lt Et 
l 


L, 1 











r2 


Pour un probléme plus général : 





AT(r,0)=0 
T(r,0) = 0 
T(r,O),,. = 70) 
cela donne : 


B, = [дө Sin(0) f,(0) В, = [дө Sin(0) f,(0) P, (Cos(0)) 


n n+l 
l r La 
(1) E 
_ B, hr. У B, (2n +1) (Va I Е 
2 [- d n=1,+00 2 La Е La 
1, La l, 
Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(r,0)= 0 
Tire) =0 
T(r,0), _, , = fo(Cos(0) 
T(r,0) fini 
Alors la solution s'écrit sous la forme : 


z=Cos(0) B, = | а f,(z) В, = Í dz f,(2) P„(z) 








F,(Cos(8)) 





dl y a Dr É ) SI 
7 "II 








P,(Cos(0)) 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour le problème des deux hémisphères portées à des températures différentes: 





AT(r,0)= 0 

T(r,0), ie 

ES =T, si Ө e [0,7/2] 
T(r,0) , =T, si 0 € DIE 
il vient : 





et 
T(,0)- 275 i 





É Р Ја A 28 
(—1)'(2л—1)!(4п +3) V 














1 P (Соз(Ө 
(1-2) 02. (пе же: Tee SERI 6; ae 2,4 (Cos(0)) 
1,5 L, L. 
ou bien 
1 [Z] 2п+1 Ё IT" 

citu SS 

д! 3 (7-1) (2n)! (4п+3) x 
T ‚| = 1 + 0 1 lY р C 9 
(0) 2 [ 3 2 EXE Er (nl) 2(n +1) Ü F 1 2 „1 (Cos(0)) 

I, [Ë 


Si To =- Т,=1 alors 


GESE 
(1) 2n -D141 +3) VV 





T(r,9)22 >` > 


n=0,+œ 


ou bien 


22" (п — Yn +1)! б 


(21)! 


[ * T С | nu 
(an +3) M. d 






2п+1 3 2(n+1) 
Ls 





T(r.0)= У, (1) 


n=0,+œ 


2? (ny. 2(n+1) (2) 






| `Ï Le 2(n+1) 
1, 


P,,4(Cos(0)) 


P,,4(Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Sphère creuse (r,9) soumise à des conditions aux limites de Robin inhomogënes en r=|,; 
et Dirichlet homogènes en r-l... 


Si le probléme s'exprime sous la forme : 
AT(r,0)=0 


T(r,Oj| , =0 

aT,(r,0)+ BT(r,0) _, ‚= fo(Cos(0) 
T(r,0) fini 

Alors la solution s'écrit sous la forme : 


z-Cos(0) B,= fa A(Z) В, = je f (z) Р, (z) 











P.(Cos(0)) 











> l l v 2; n п+1 п п+1 
rl jest ue n |l, п+1| l la | | bai 
б l, À d | (d b | S 1, H Zi La | H | 
(1-4) 3.00 (7) Op 
B r d L 
T(r,0) => + >; п п+1 P, (Cos(9)) 
CT [eH Tet 


Qui redonne la solution lorsque la condition devient de Neumann a=1 et 6-0 : 


z=Cos(0) B,= [а hE) В, = а hE) P, (z) 

















а 
L, 


a -let В =0 = 


Y l, p n п+1 
[# J : || 7 Lë Dk lí E 
r2 L, La 1,5 L, 





Р,(Соѕ(Ө)) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Ainsi дие la solution de Dirichlet lorsque a-0 et 6=1 : 


z-Cos(8) B,- [dz f(z) В, = [dz f,(2) P„(z) 


a=0et В =1= 


(1-4) 3.20 ( Z.) (Y 
B r La r 
T(r,0) == + P,(Cos(0)) 


à: n п+1 
2 Ei M E (E 
r2 la 1,5 
Dans l'expression : 


z-Cos(0) B,= Í dz f,(z) В, = Í dz f,(z) P, (z) 


р-а) 6 i 
1 r 
Prin У > E EEN 
NEZ EA n=1,+œ 72 an F a \n+ 
` AU À) (Cose) er ) 


Calculons Іа solution quelque soit les valeurs de а еї B pour des valeurs particulières де Іа fonction 
limites : Pour une fonction par palier, hémisphëre supérieur à 1, hémisphère inférieur à О. 
si T(r,0) | = 1— Heaviside(0 – л /2) fonction de Heaviside 























= B, =l et в, - [& P,G)- Ул l | 
d 2п+1 r( 272) 224) CR 
2 2 2 2 
B.-0 B,.- (-1/Qn-DW«4n-3) _ 1 (iy Qt (4n+3) 





2?°(п—1)!(я+1)!(4п+5) (4n+5) 2? (nl. 2(п +1) 


(В -(2) t Е 
ГА 4 








iet 
1 r 1 
T(r,0) = ч; > (4n +5) В, 





2f bla ol 25 EON. saxo) poo Күз 
тоу! (NS к 








T(r,0) = | 
rl _ 
СА z) 
(В -[ J l Je. reo 
+2 ( 1)" (2п)! (4п +3) La r 





2^(mY E aD (LY ЖЕ 
W Eer 


| 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour une fonction par palier, hémisphère supérieur à 0, hémisphère inférieur à 1. 
si T (7,0), = Heaviside(0 – л /2) fonction de Heaviside 


л —1 1 

alors on a démontré que [do Sin(0) P. (Cos(0))= faz P (z)=-(- 1)" [az P (z) 
z/2 0 0 

comme B, =0 et B,,,#0 


D 
T(r,0) = : É 


2 log 
[ u Ú а) 











1 (Qn)! (4n+3) С) | | 7 
_ Y ( 1) п). n + ri 
а 





2 (ш) Ж өрүн ow ç@n+D) (LY a(2n+2 
ыа. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour une fonction par palier, hémisphère supérieur à 1, hémisphère inférieur à -1, la solution est la 
superposition de la solution hémisphère supérieur +1 - Solution hémisphère inférieur 1: 
si T(r,0)| , —-]-2Heaviside(0 – л /2) fonction de Heaviside 


@ 


T(r,0) = 2n+1 2n+2 
(В -[ J Je. teo 
1 (2л)! (4п+3) d r 


SR 2 (т) Za Dir. WI. aQnaD) (L, (, a(2n+2) 
E ee pe 


Jo (0)-1- Heaviside(0—z / 2)«—hémisphére supérieur à 1 


























I r SE L, 2n+2 
(2n)! (4n+3) (c) Ji | (Cos(0)) 


( 1)" 22n (n!) 2(п +1) 1 2n+1 " (2п+1) l 2n+2 = (2n+2) 
Nz Ve 


fo (0)- Heaviside(0—z /2)<_hémisphère inférieur à 1 
2п+1 1 2n+2 
r 
(2 (&) Je tem 
„ (2n)! (4n+3 rl 
moi У, Ciy 0, Cn +9) 


A 2"(mf Zait Dir. Y" x GQ (i Y (4 a(ne2) 
ОЖ ЭВ 























Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple: Hémisphère creux (r,9) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes 
en r-l; et homogènes en r-l... 


Soit le probléme : 
AT(r,0)= 0 








T( 8)... 


En utilisant le probléme équivalent de la sphére creuse dont les deux hémisphéres sont soumises à 
des conditions aux limites de Dirichlet impaires. 


[Ë К 1n С y" 
T(.0)-2 Y (-1)' 2n - (4n +3) f 


n=0,+œ 2?" (n — 1)!(n +1)! I5 E la 2(n+1) 
La 15 


É б E | J” 
L = |r EH: 
T(r,0) = > ( 1)" (2п)! (4п + 3) r 


D (Cos(9 
Кел 2?" (nl) 2(п +1) (4 J^ (2) ` uut ost )) 
rl 12 


Pour ип problëme plus дёпёга!: 
AT(r,0)=0 


TOO, = 
n 
te 162; 


Par l'équivalence avec le probléme aux limites suivant sur la sphère creuse : 
AT(r,0)= 0 


TOS): L 

T(r, 0) r=l,,,0[0,z/2] = Jo (Cos(0)) 
T(r,8), маз = 7 (Созіл - 0) 
T(r,0) fini 


cela donne : 


C, = [dz 7,02) Panak) 


> п L, п+1 
3 É | 
T(r/0) = 5: = - : — P,,1(Cos(0)) 
^ (Qe 
I La 


Exemple : Hémisphère creux (r,9) soumise à des conditions aux limites de Robin inhomogënes en 





P,,4(Cos(0)) 


ou bien 



























Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 

r=l,; et Dirichlet homogènes en r-l... 
Si le problème s'exprime sous la forme : 
AT(r,0)= 0 
T(r,0)|,_, =0 
a T;(r.9)+ B T(r,O) _ „= fo(Cos(8) 
T(r,0), x =0 

2 





T(r,0) fini 


Alors peut voir que la solution est également celle du problëme suivant sur la sphëre : 
AT(r,0)= 0 


T(r,9| , =0 
a T,(r.0)+ В T(r,0)| aoa =f (Cos (0) 
a T, (r,0)+ B ¿SPS =— /,(Соз(лх — 0) 


T(r,0) fini 
En effet supposons le problëme précédent de la sphëre creuse, alors la solution se développe sous 
la forme : 


z-Cos(0) f,C2)=-f,G) 
B, = [а fo(2)=0 В„=(1—(—1)")| dz f,() P„(z) 


B, =0 B,,*0 
2п+1 2п+2 
r Ï 
sl: ES EN | 
Dt Y (4п +3) н 


пан 2 L, FA a (2n+1) La A a (2n+2) 
(£) [ T un | H [ EDT | 


Comme seuls les coefficients impairs sont présents alors la valeur en @=л/2 des polynómes de 








| P,,4(Cos(0)) 


Legendre est nulle Pani (0) = 0; II vient Т(г,л/2)=0, ce qui correspond aux conditions aux limites du 
problème de l'hémisphère. 


La solution est donc : 


Bani = faz fo) Poils) 








| P,,4(Cos(0)) 


LIT, «QneD| (LY (4 aQno2) 
gd D 1, Hi [ Р | 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Lorsque a=1 et 6-0, à la solution il faut ajouter une constante BO (auparavant quelconque dans un 
probléme de sphére avec condition de Neumann fixé ) mais qui est là fixé à O par la condition aux 
limites à la base de l'hémisphére, cela donne donc : 
a =let B =0— 
B, =0 


Bua [= Jo (2) Pat) 


2n+1 2n+2 
r l 
B SE rc 
2п+1 ( L. J | r J | 
3 2n+1 2п+2 
n=0,+œ L5 (2n + 1) + La (2n + 2) 
La 15 1, 1,2 


Lorsque Іа fonction limite =1, alors Іа solution se présente sous Іа forme : 


Н 2п+1 Á 2n+2 

„ Qn)! (4n+3) 6 Ө | 

AGO l 2 2п+1 2n+2 
6017 RESTE PA et ET, a n 
Re E LES 7 








| P,, 1 (Cos(0)) 








| Pya(Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Hémisphère pleine (г,9) soumise à des conditions aux limites de Robin inhomogënes еп 
r=l, 


Pour le problëme : 

AT(r,0)= 0 

T(r,0) fini 

aT,(r,0)+ В T = f, (Cos(9)) 


T(r, ө) 


Ө= л/2 — 


Il suffit de passer à la limite l:->0 dans les résultats précédents sur l'hémisphère creux, en 
éliminant le terme en 1/r pour respecter la condition de finitude de la solution, soit : 


[ > B А ( В B 
2п+1 L. 2n+1 Ly 
T(r,0)= У (4n+3) - eem У (4n+3) 4 


n=0,+œ ( = ЕС ` c = + d n=0,+œ С 2 [04 (2n + Y 








Pna(Cos(8)) 





L, 


1. 1 


r 





1 ali 
Ba = |а $,G) Panal) et T(r.0)= У, (4n+3) : P. i (Cos(0)) 
0 п=0,+ [^ Ў а (2n+ gd 


l 


r 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Cône sphérique plein d'angle Өг, en coordonnées sphériques (r,O) soumis à des conditions 
aux limites de Dirichlet inhomogénes en r-l,, homogènes en Ө, 


Soit le probléme : 
AT(r,0)=0 


T(r.9), , = fo(Cos(8) 
T(r,0), ,, -0 
T(r,0) fini 








La solution doit comporter les mémes contraintes que pour les solutions sur la sphére, à savoir 
T(r,0) fini 

T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0) = T(r,O) 

T(r,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 


Е 24V T(r,0), , = 0 Ls А 
Pour respecter Іа condition аих limites | la , оп est amené а rechercher une extension 


des polynómes de Legendre de degré entier à des fonctions de Legendre de degré non entier À, 
P,(Cos(80)) > P, (Cos(0)) А, tq Р, (Соѕ(0,)) = 0 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple si l'on prend la valeur L 2, alors оп retrouve les valeurs ргоргеѕ Л, =2п+1, 
si Гоп prend l'angle 9, =7/ E alors les 20 premières valeurs propres Àn = 


1.77729,4.76278,7.75826,10.7561,13.7548,16.754,19.7534,22.753,25.7526,28.7524,31.7521,34. 
752,37.7518,40.7517,43.7516,46.7515,49.7514,52.7513,55.7512,58.7512 


si l'on prend l'angle б, SUME alors les 20 premiéres valeurs propres À, = 4.85051, 11.7962, 
18.7798, 25.7719, 32.7673, 39.7643, 46.7622, 53.7606, 60.7594, 67.7585, 74.7577, 81.757, 
88.7565, 95.756, 102.756, 109.755, 116.755, 123.755, 130.754, 137.754 


si l'on prend l'angle Bez iom alors les 20 premiéres valeurs propres À, = 0.802557, 2.55757, 


4.30927, 6.06011, 7.8106, 9.56093, 11.3112, 13.0613, 14.8115, 16.5616, 18.3117, 20.0617, 
21.8118, 23.5618, 25.3119, 27.0619, 28.812, 30.562, 32.312, 34.062 


En respectant la contrainte de finitude et par principe de superposition on recherche la solution 
sous la forme d'une série : 
T(r,0)= Y (Ar ^" + Bp r Р, (Cos(0) = Y B,r^ P, (Cos(0)) 

n#0,+œ n#0,+œ 
La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l, donne la solution pour ce 
problème de Dirichlet: 


B, = | d9 Sin(0) f,(Cos(8)) P, (Cos(0)) 


2 = Cos(0) 

Соз (б) 1 2 1 s 
B,-- |а (20Р, (2)= [&f(@Pr,() |P o) = јар, G) 
1 Cos(0,) Cos(0,) 

4, 
À, tq P, (Cos(0,))=0 — T(r,O)- Y — B. |r | p, (Cos(0)) 


2 1 п 
n#0,+œ |P, (z) r 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Selon les formules pour le calcul de la norme d'une fonction de Legendre de degré non entier : 


| Í I Е Herl (O SN 





дА, Oz 0A, êz 
(22, +1) 


4 





Fr dz P, (z) posons цу = Cos(0,) 


à aa DE N ^ (P (3- P, (2) G2 - D 
Oz 2°—1 " ( 


oP À, (z ) 

















2{ Р, (z) oP, (z) OP, (z) 
(1 =Z : жо (z) " 
; 02, 02 k 0А, Oz 


= | аР, (2) = | 
| 





D (22, +1) 











ФР, ОР) 
Í : “| ac 72 (aP, (s) P, a0)- P, (s) <A © 





(24, +1) 











(24, +1) 
or Pa (и„)= 0 Pow P, (1)= 1= 
OP, (и 
а) P ба), All 
E Я => |P GH. A, ФР, (uo) 
(22, +1) i 24,+1 д, 
on obtient le méme résultat avec la formule générale sur les normes 
op (z) e 
Ho 


Ф, (z)ze (2) — Ф, 1(2))+ daa? - D (2) 








Р, a4) 





IM dz Ф (г) = (2p i 1) 








Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour les dérivées premiëres des fonctions de Legendre de degré p réel, il existe des formules 

permettant de les calculer. Celles concernant les dérivées premières en z sont : 

ОР, (z A 
A I. Zn Jet, (2)-P, (el VA, >0є% ou N 
2 Zi ý " 


Il vient donc (voir expression précédente) : 
F = A, ӘР, (д), HUG 
(24, +1) SA. 08 
Pour ce qui est des dérivées premières du paramètre réel v, les formules ont déjà été données 
auparavant dans le texte sont plus complexes: 


ôP (z) _ _ Соз(лу) „ а 
(F2)2 v RC P(2)- ZE (w(k-v)- vous ll? 








Р, (z) 








i= 
Уу >, О0єЎ уе 2, tel que —— <1 











(r3) = SS). > ll: => Ze De D (2+ kr 











ду Fi (uy 
l-z 
Vv>0e% /е/ дие |——|<1 
ой 
(a), est le symbole de Pochhammer (a), = а (a +1) --:(а + k-1) = E 
a 
I (D fonction Gamma 
y (G) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma <= y (G) = SE 
a 


SÒ nombre de Stirling de première espèce 

On retrouve la valeur de la norme de fonctions de Legendre de degré entier impaire, qui 
correspond au cas 9,=л/2 : 

u, = Cos(z /2)=0— А, =2n +1; Р, (0) = P,,(0) 


P 0- л z Ja __ ул 
m (S P be (zs 
2 2 2 2 
ллы! бИ, 2n 1-1 
"E =) pa i | 2 ) cy aD, (фес е . 
DE š (2n -1) Š (2n -1) Pon 2?" (nl) 


IP.) =- 2n+1 ôP, (0) 2n+1 (2n) 6P,(0) 
2n+1 




















P, (0) =-(=1)" 

















4n+3 дА lou 4n+3 22" Laf ` SP 
2n 
comme (0) ec cpu =X 2 2 (m 
дА А=2п+1 (2п + 1) 
1 
= IP... (z) > = résultat établi précédemment Vn є Nds (P. LI = = 5 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Nous avons affirmer que la valeur de la dérivée sur les degrés entier à la valeur zéro: 
PON > ue 2 (nl) 

дА haona (2n +1) 
II existe plusieurs formules (Radostaw Szmytkowski, On the derivative of the Legendre function of 
the first kind with respect to its degree, 2005) qui montre que la valeur de la dérivée premiëre est 
fonction d'un polynóme de Bromwich: 


20) = ого ZH] + R, (2) 











дА 
R (z) appelé polynome de Bromwich de degré n 
Plusieurs ica pour R. (z) 


(1) R, (2) = 2 l P C) - 5, ORO 


k= i k 











zik 2К +1 
(2) R.G)- 23 E шры 0 0 
ORO- echte: Е d 
En Ө. 2К +1 
(Kelte SO E) aso 6 


= = _ түл (n + к)! 
G) R) -22.( 1) (Kn Di 


Г(/) fonction Gamma 


розкри 


Г'(а) 

Г(а) 

Оп peut vérifier дие (Іа valeur n'est pas donnée dans les articles de recherche, mais оп peut tester 
numériquement la validité de la formule pour le terme de degré zero des polynómes de Bromwich 
qu moins sur les 200 premiers termes de la suite). 


y (G) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (G) = 











ОР, (0) z+1 
A А=2п+1 =P, (Oros 2 Е 21-1 (0) х= Pa (0) = 0 
PO Р (O 
2п+1 
дА A=2n+1 








А 22" (п y 
Comme R,, (0) = -(-1) c.q.f .d. 


(2n 1) 
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II existe une relation de récurrence entre les polynómes de Bromwich et les polynômes de Legendre 
que l'on va appliquer pour démontrer ce résultat: 


VTT EE 


= (n+DR,.,(0+nR, (0) = Lo. (0) don 




















2п+1 
avec n => 2n => (2л Re, (0)+ (21) Ro, (0) = —— (Pay (0)= Pay (0) 
4n+1 
comme P,,., (0) = P, „ ,(0) =0 > &,,,,(0) = — с К, (0) 
(2n +1) 
FO кис О. 
(2n +1)(20-1) (2n 4 1)2n –1)--:(2п - (2n -3)) 
Lay Q9 - 2) --Q) 2" (n!) Я 
гай Cri DOR e) ir ©: (2л +1)(2л—1)---(3) pus 
= (лу 2"(n'(2n)2n -2)---(2) RO) 
(2п+1)(2л)(2л—1)---(2)(@1) 
n 2" (nl2" (nl) 
R,,400) = (1) Ол + D! R (O) 
R (z)=z-1— Ё|(0) 2 -12 R,,.,(0) = —(—1)” T Le c.q.f d 


La solution de ce probléme de Dirichlet sur le cóne sphérique devient donc : 


= Соѕ(0,) B, af dz f(z) P, (z) T(r.0)= У (24, +1) В, z] P, (Соз(Ө)) 









































noo А òP, ш 
Ho Í P, (ko) A. - 
Lorsque fs (9)=T, alors : 
ФР, A 
DORE |P (ef => Z L au (e 
Р -P P -P | Р -P 
( œ P. Р, (z)= À. a M => B, =T fé P, ©-| = sd - _ = EN 
п Lo п 0 п 
Gan. 
А.Р, June, CUP, aus) (2,+1)Р, (o) B À 
PAP. ]=0 = = б + Du P à БЕ Su uie А 1 T = Paus) == 
n 0 n 0 n 
Р, (to) Ж P, an) 5 T(r Ө) zi У В, r i P (Cos(0)) P tq P, (u )= 0 
A, À, +1 i n#0,+œ À GT l, l: | i 








Paus) 











aen Y hg AF) nente Z > LEE) nen 


Us 4, (A, m 1 





(QA, тт) a ^U 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour un problème du type suivant, il se décompose par principe de superposition en un problème 
sur un cône infini qui a la solution triviale T=TO et du problème précédent. 





AT(r,0)= 0 AT.(r,0)=0 AT, (r,0)= 0 
TEO) =0 | T6), =T. | Tat =T, 
T(r.0),, zd ^ T(r,0)=T, КОЛЫ =0 
T(r,0) fini —T.(r,0) =Т,) T,.(r,0) fini 


Dans ce cas la solution est immédiatement trouvée : 

















4, 
re Dn i у) ED (^| m(co(0)| л, m P,(a)=0 m = Cos(@) 
n#0,+0 OP, (ш) L, I : 
A, (a, +1) E 
д п 
Lorsque ® = 7/2, on reprend la valeur de la dérivée paramétrique : 
л ӘР, (0) „ 22" (nil) 
9, 2 Ho = 0 E (0) 0 ai bis C (2n+1) п n+ T ) 
(4An-3(2n) (r Gë 
T(r,0)=T.|! 1)" Р,„\Соз\Ө 
(r ) | DAE ) 2(n +1)2?” (n!) L 2n d os( )) 





n#0,+œ (n + 127 (n!) 


On va maintenant regarder la solution dans une section de cóne non borné entre un rayon 
minimum et et l'infini : 

AT(r,0)=0 (r,0)e Ñ, <r < œ,0<0@ < 0,,4 

T(r.0)), , = f, (Cos(0) 

T(r,0), , -0 

Lim, ,,T(r,0) 20 


r->œ 
La solution s'écrit : 
9, 


B, = [48 Sin(6) f, (Cos(0)) Р, (Cos(0)) 


z-Cos(0) B,- [dz f, C) P, (z) |P, GT = [ар, (2) 


Cos(® ) Cos (9, ) 





A. tq P, (Cos(9,))=0  T(r,0)= Y` = { P, (Cos(0)) 


n#0,+œ 
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Ce qui donne lorsque fs(8)-T, : 








QA, + 1) L ek 
T(r,0)=-T, > ap (J Palos) 4 ta Pa (pa)=0 
n#0,+00 А, (2, x 1) 21 0 


n 
Décomposition de l'unité 
Les deux solutions des problémes intérieurs et extérieurs de Dirichlet permettent d'écrire une 


formule de décomposition de l'unité sur le systéme des fonctions propres angulaires. Cette formule 
est particulièrement utile pour des calculs ultérieurs : 








2 À,+1 i 
(D 70.0)=-т, > | а. || F ) р, (Cos(9)) ^ A, tq P, (ш)=0 
n#0,+œ A.D. +1) à 0 z 
D "tg, Y, — UA > g) ` P.(Cos(0) ^ A, tq P, (щ)=0 


n#0,+00 
2, (à, + 

(2A, +1) 

OP À, (u, 
дА, 
А, ӘР As (u) 

24,41) дА, 


T,=1 r=ĻL>1=- > 
тед (A, +1) 











) P, (Cos(@)) 











Avec les normes le, GT = ( Р, (Ho) 


Pals) 
n#0,+00 (2, + ПР, GI 





—1- P, (Cos(@)) 


Pour le probléme lorsque ô = л/2 

AT(r,0)= 0 AT.(r,0)= 0 AT, (r,0) = 0 
T(r,0),., =0 L(n6),-T, | 70.0), = 
T(r.8), „ = T, 7 T(5,0)-T, T6), =0 
T(r,O) fini] 1.00), =T| Lim, , T. (r0) -0 
Donne : 








Lim, — F0 


ОР, (0) 
дА 





8-7 Lo = 0 P, (0)- 0 





= 1 
À,-2n4 a (2n +1)! 





Д Y cy (n+ On. 9 i Pan (Costo) 


n#0,+00 (n + 1)2?" (n!) r 





EEN X y +з) a d 


n#0,+00 (n + ip? (n!) r 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : pour un problème de Dirichlet du type : 
AT(r,0)= 0 (> 0)eli, <r <1,,0<0 «0, 


T(r.0)),.; = fy EZ ) = fè (Cos(8)) 
T(r, 6), , 
Lim Те, 0)=0 


T. sc 











on montre facilement que la solution se présente sous la forme : 


2, tq P, (Со5(0,))=0 == Соѕ(0) |Р, (= J = | dz P, (2) 


Cos (9) 























< > P, (Сок()) 




















n#0,+œ P, (=) 
ауес 
e Ten " (2) Pa 
Ee 


zh fz: (z) P, (z) 


Соз (бб) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le problème suivant est subtilement différent, même s'il se présente d'une manière assez similaire, 
il se développe sur un cône infini. 
AT(r,0)=0 (r,8)e{0<r<,0<0<0,} 

Т, E E 
EE 
Lim, _,„T(r,0)=0 
Avec cette exemple la recherche de la solution du problème peut mettre en oeuvre une 
transformation de Mehler, et un calcul d'intégrale à contour dans le plan complexe ainsi que 
l'application du théorème des résidus. La solution s'écrit (voir l'article Steady-State Heat 
Conduction in a Circular Cone de ROKURO МИК! and ELI STEIRNBERG, 1959): 


À, tq P, (u,)- 0 Lo = Cos(6,) 











À 
І к" 
To 1 P, (Cos(9))| 0<r<l 
i p AAA „ (Cos(0)) r 
Т(т,Ө)=+ " ôA, 
1 L À,*1 
A 2. Am Ò P, (Cos(0)) 1, <r<œ 
j ме = 


n 


On peut également trouver cette solution à l'aide du principe de superposition. Les apparences 
sont trompeuses mais il ne s'agit pas tout à fait du méme calcul car les deux exemples précédents 
montrer soit un domaine bornée avec deux conditions l'une homogéne et l'autre inhomogénes, soit 
un domaine non-bornée mais également avec le méme de conditions aux limites. Il n'y a donc 
aucune raison que la solution soit de valeur To à la surface de rayon Ir. Pour autant, оп peut au 
moins utiliser un de nos résultat pour prouver que cette solution est bien continue sur la surface 


r-ir. 





0.0 “L [7-05 
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En effet la solution du problème intérieur s'écrivait : 


(22, +1) 


1,6)--1, У, de u E) Ре) л. apen 











n#0,+œ А, (2, ES 1) 
1а ` 127 X Ол, ur ES P, (Cos(0))=1 
0 n#0,+00 A.D +1) — 0 


Injectée dans la solution à la valeur r = l, 














l l (24, +1) 
1+ P, (Cos(9)) = n P. (Соз(Ө 
2, er зы ш Leu, perte) 000) 
T OA, n OA, n n дА, 








l G т] P, (Cos(0))= Y l (G+) Gas), (б 




















TO 0) = 2: 2. (и) А, À,(A, +1) пё0,+ю 4 ӘР, (uo) (А„ +1) (A, +1) 
T ` дА, дА, 
0 
1 — À 1 
= = |Р, \Соз\Ө))= Р, (Cos(0 O<r<1 
2, л PES s. (Cos(6)) 2. a ag , (Cos(0)) r 
< ZEE ° 
1 
Р, (Cos(9)) I <r < 
n#0,+0 (A 128. (uo) a ost ) ade 


Et la continuité est démontrée. C'est déjà un bonne indice que le calcul de la solution de notre 
probléme a des chances d'étre juste, corroboré indirectement et partiellement par le résultat d'un 
autre probléme. Finalisons la construction de la solution, le probléme de départ peut se 
décomposer ainsi : 

T(r,O) T4 (7,0) - T5, (r,O) 

Q1={0<r<1,,0<0<0,} 

Q2 - (I, <r < 0,0 < 0 < 0,4 

Ta rO) oao, = 


155050), =b 
Ta G.0)| ,. = 202 GO. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le deuxième problème est un problème aux limites avec conditions homogènes qui a la solution 
formelle : 
А, dq P, (u,)- 0 U= Cos(6,) 











A„+1 
T 2(r.0)=- > COR C, É ) Р, (Cos(0)) 1 <r<œ 
n#0,+œ n P (u ) OP, (u) r " 
А, =1 «Ёо дА, 
On а voit que le premier problème se décompose encore en deux sous problèmes ` 
AT (r,0)= 0 AT „ (r,0)= 0 
AT. (r,0)= 0 
— pola ha P | 12050), 7 574,0) 
r,0) = = _ 
ы 0 E g Топ@›0)= 7, To (0), zi 
ar, ` 720 5 To (r,0) E = Т, Tu (r,0) fini 





> Te (r,0)= T, - To; (7,0) 
On voit que Toi 0.0). est solution du méme probléme aux limites homogéne sur la surface du cóne 


que To (7.0). Lo différence essentielle c'est que l'un est un probléme extérieur et l'autre intérieur. Il 
vient donc la décomposition avec les méme fonctions propres angulaires : 


А, tq Pa (u,)= 0 U= Cos(6,) 


2A +1 B 
Ta(r,0)=T,+ Y, Bat SLUT 
07 \ lr 


n#0,+œ n A, 
I Р, a (Uo) 37 


n 





An 
) P, (Cos(0)) 0<r<1, 


Appliquons la décomposition de l'unité dans le systëme de fonctions propres angulaires, il vient : 





Ta (r,0) = > 


QA, «0m — QA +1) B | r 
n#0,+00 А, (2, +1 


JE. (uo) À, Р, \ TAT L, 
дА, Keen 


п 


An 
) P, (Cos(9)) 0<r <l, 


La condition de continuité des solutions et celle de continuité de la dérivée première radiale 
donnent immédiatement : 





























Т (5,0), = 00), m P = ао a к 
TE Tee ^ KIA) AR s ЖАР ш) AU P (f) Ara) 
Girl _дТь(,Ө) AB, ` _ (4„+DC, ne ES e 
Or r=l, Or r=l, LA,P, -1 (4o) LA,P, =l (uo) i 4, 








Ces deux conditions conduisent donc à un système d'équation linéaire des coefficients qui a la 
solution triviale : 
T, _ C (24,+1) SCH Р, (uA, _ (2, +1)C, _ „ P. (u) 


n 


GED Pi) Â E жо шк иш дш dEr 


п п 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Ce qui donne bien les deux solutions une fois injectées ces valeurs des coefficients : 
А, tq P, (и) =0 д = Соѕ(Ө,) 








A 
1 r) 
Ta (r,0)=T,| 1+ À LP, TA B P, (Cos(0) | 0<r<l, 
" @, 
1 l A+ 
Tar =R Y | ` P, (Cos(0)) 1,<r<œ сауа 
n#0,+œ (2, + 1) с r 


Il n'est donc pas forcément besoin de développer des techniques de calcul opérationnel 
(transformation de Mehler) pour trouver cette solution. Regardons maintenant le comportement 
de cette solution lorsque l'angle d'ouverture du cône est л/2 : 








А„=2п+1 





B =0 Р,(0)=0=>4,=2я+1 P... 


„ (4n+3)2n) 
d P» S 2(n +1)2?” Laf 


Te (r,0) _ „ (4n+3)2n) ‚лу (P ` 
=> T. = 2 Í 1) 2(n+1)2?" (пу) P, (Cos(0)) zA 1) jm (nt. P. (Cos(0)) L, Ed < 


P, (Cos(9))=1 partition de l'unité 














UE „  (2n+1} | 1, y 
Lo = 2. 7 2(n 12?" Laf r P1(Cos(0)) c.q. f d 


Ta (1.,0) _ „ (2n+1)2n) 
CUm = 20 a 2(n - 12?" (n!) 


8-92 00 1 y ( y en B 


2n 2 
T, n#0,+œ (n!) l 
2n+1 


Posons x=% = À (—1)” Qn) x développement en série de Taylor autour de 0 de z 
L. nz0,+œ 2 Laf d 1 + x? 


P,,(Cos(0))— continuité 











r 





Ta, (r ,0) x r r 
=1 =1 > Ta (r,0) =T, 1 
T, Ja ar 7 T т 
C'est exactement le résultat trouvé dans l'article "Steady-State Heat Conduction їп а Circular Cone" 
de ROKURO MUKI and ELI STEIRNBERG, 1959. 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : continuons dans la foulée de cet exemple, pour prendre en considération le problème 


suivant, qui cette fois possède trois zones de décomposition distinctes : 
AT(r,0)= 0 


og 





=0 T(r, ëlo 1 =o T(r,0) 


6-8, =0 
rell. ,+œ] 


a] 











Problème qui décompose en trois sous-problèmes : 
T(r,0)=T a (r,0)+ T, (r,0O) - T4, (r, 0) 

qui sont définis par les conditions аих limites suivantes : 
АТ (r,0) =0 

Latz, 91. = 202 Gë, > Ty (r,0) 
Ta r, Oo, =0 





r=l,; ú a2, (1,0) 





r=l„ +17, + 


АТ» (r,0)= 0 > Т, =D + Tonn 
То» (z, 0), ,. = Ta G0), < Ton (r, 0) 
Т, (r,0)|o-% = 0 


rell. 1] 





= Т,,(7,0)|,, rt 


r=l„ 





АТ, (7,0) =0 
Tos (r,0) eh — То» (r,0) 
To (r. 0)|0=0, =0 


rell Aen 








; €» Ton, (r,0) 





= Tes (r,0) 





r=]; r=l„2 


r=l,, 22 T, 
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Auquel il faudra également appliquer les conditions de continuité C, et С, 


























r=l,2 = 93 (7,0) r=l,2 
OT (r,0) _ 0Т72,(",0) 
Or r=l„ Or r=l„ 
ОТ» (r,0) _ OT,3(r.0) 
Or pu Or 








r=l,> 


Les solutions formelles des trois problëmes sont les suivantes : 
À, tq P, (Cos(0,))=0 z-Cos(0) |P, ( 2] = | — p 


sg, Y, — SC d P, (Cos(9)) 


z +œ (GN 


Tos (7,0) = > р F (4 ) : P. (Cos(0)) 


n#0,+00 P, Z 




















Pour le problème central on fait intervenir deux fonctions limites au rayon inférieur et supérieur : 


À, tq P, (Cos(6)) =0 z=Cos(0) |P, ( zJ = Í dz P, 


Cos(0,) 


An An +1 
la| Ti 
1,5 La 
y An ER 
la r 
An An +1 
|| 
Li 1,5 


Вп еї Cn représente les contributions respectives des conditions aux limites inhomogénes en 1г1 et 
Ir2. 


T,,0,0)- T,* У =#2 p, (Cos(9)) 


2 
nz, Aer P, (z) 




















C, P, (Cos(9)) 


P, GT 


netto 
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En introduisant la partition de l'unité en série de fonctions propres angulaires, il vient : 


À, tq P, (Cos(0,))=0 z=Cos(0) |P, GT = je P, (2) 


Соз (Ө) 











Р н 
Steg, У, А) р (сон) e —B2— P, (Cos(9) 2 
n#0,+œ (2, — |Р, (zJ n#0,+œ 











Ç, P, (Cos(0)) 


WS) 


n#0,+œ 








En appliquant les conditions de continuité, on obtient deux équations linéaires : 
P, 
À, 1) +В 


A, =T, 
п 0 (A, +1) п 


Les conditions de continuité de la dérivée donne des équations sensiblement plus compliquées, 
pour cela il faut écrire les dérivées suivantes : 























А, А +1 
d r) | А 2 (4a) _ A, +1 
dr \ la La dr\ r ? La 
r=l„ PS 
Z, A+l 
ar А„ ks mE x 
dr \ L l, dr \ r z {> 
г=1,5 Zei 
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Ce qui donne les équations suivantes : 


[МЫ P ш 
III (Е j- П) i 
o, c PAAR OE n k 
(3-45) (43 
| 


(22, +1)с vlt 
еа (24, B, 


(yy) (67-67 


que l'on peut légërement simplifier : 
Antl 
(22, +1 bi B, 
La (24, +1)C, 
An DIEN i An A„ +1 
GI It Ly fu 
1,5 l4 l4 1,5 


À 
l 
GA +) | C, 
—(4,+1)D, =-(2„ +1)C, + QA, +1)8, $ In 


















































À,A, 2 À,B, + 

















Ce qui donne : 
P P 
A, _ B, =T, aU) et D.-C, =T, nee 
(A, +1) (A, +1) 
1 4, +1 
(24,41) =? | B, 
À T Р, (шо) "m La (24, +1)C, 
(4, +1) g 4 LE T À, AH 
: ln | [hs la) [la 
( 12 | b J | ( La | É J | 
SH 
2å, +1) 2 | C 
) Р, (Mo) (22, +1)B, (24, (= | : 
5 = + 


- (A, +1)7, = - - 
(А„ +1) a P Ж А,+1 D RN m А,+1 
l, La La L, 
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Posons : 
P À,-1 (д0) В С 


(A, +1) п e 2, 7 La DEN п i À, I i А,+1 
L, La La 1,5 

(Dc d B EÜ 

(2) D,-C,=U 








Ue 


Aath 
(3) (a, +] в' ,+(24, +1)C',=A,U 


rl 


А, 
(4) (24, +1)8',+(22, + (5) C', — -(A, +1 
rl 
Et l'inversion du système final sur Bn et Cn donne : 


= P, (б) А В, С 


SCH T, — В n + C n ET 
(A, +1) La ^ E L2 idm L. k: La "s 
1,5 E La I, 
(0) 4,-B,=U 
(2) D,-C,-U 


А„+1 
O pote 2 
la (22, +1) 




















(A, +1)U 
(22, +1) 





A 
(4) SÉ C',=- 


rl 


An À, DEN 
' 1,5 ' (2, + 0 1,5 A,U 1,5 ' (4, + 1)U 
B' = Ch = PL 
1, QA, +1) (Ua) QA) Lt, (24, +1) 


je o" Au (Qs) к. EL 
= B' |1-| 22 2-5 n таа BE 2 | A +(A,+1) 
L, L.) (24,+1) QA, «1 (2¿,+1)| UL, 























Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


À, An 
U a А„+А„+1 U WEE 
' l4 L2 
B'„= | 2 | A, | A„ +H = | An | A„ +1 
er) (Ge) AR) ) ee) (ë) 
l4 L. l4 L, La 
1 An l ZA, +1 
m diee В 
| 15 \ суу. ZU r2 T A„U 
с. d SCH Ë ^ "Y ` (24,41) 
1, d 
H | 
| А, | D | À, 1 
U|A, 2| +(4 +1) AU | 22| =| 
La La l, 
| D | A+ + | 2, | A„+1 
(22, +1 [Ë] 8) (24, +1 a 8) 
La L, La L3 


A„ +1 
От e — ene | 
n n+ 1 
I Ï r2 
ea fe) Je | 


Soit : 



































1,5 


rl 


En revenant aux coefficients initiaux An,Bn,Cn,Dn : 


zm А,+1 
(и) | и) | 
Lo Lo 
B, = C= 


Pe (22, +1) E (24, +1) 


An Antl 
A SU МЕЕ А pouch. ушы 
(22, * 1) 1,2 (22, ая 1) 1,2 

















Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Ce qui donne finalement les solutions : 


À, tq P, (Cos(0,))=0 z=Cos(0) |P, GT = je P, (zY 


Соз (Ө) 


Ta(r;9) =T, Y 1 P, (G) (4,41) ' H | r J I P, (Соз(Ө)) 


PATRE @+) 2,4) 01, 


r 












































1 An An I Ал +1 
В | (E) -(2) | 
1 P, (ш) r2 r2 Ü 
T. ,0)- T, - T, z P, (Соѕ\Ө 
02(1,09) =T, 2 P, (Y (4, 41) (24, +1) Gi os( )) " À, 2 А„+1 
DEU 
А,+1 An А,+1 
[^ ау | Íz (5) | 
1 P, (4o) r2 rl r 
=T r P, (Cos(0)) 
HZ Р, GI (2, +1) (24, +1) 5 EN JI 
La 12 








r 


1 P ao) A by үлү” 
T..(r,O)- T E GE 2 |  P,(Cos(0 
as (70) Dum Cf (4, +1) ? H (2) 2 (Cos(9)) 








En exprimant la norme des fonctions propres diu on obtient : 
ӘР А, (u) 


(24„+1) дА, 


Â À 
1 1 Үү 
To (r,0) =-T, 1 rl Р, (Соѕ\Ө 
010,60) а sind H [z A os( ) 
i 0А, 





2, tq P, (Cos(0,))=0 2= Соз(0) |P, (| = Р, Qu) 








Te (r,0)=T,+T, > 
n#0,+œ A.D. +1 


1 А. +1 
[^ +1+ 253 | 
1,5 


+1, > ЭР ( ) T 

















n70, но X GOD) 2, Mg 








Ta (r,0)=-T, > 22 cl H [aj P, (Cos(0)) 


n#0,+00 (2, + 1) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On peut tenter de simplifier l'expression de la solution sur le domaine : 


An Antl 4, А„+1 А, А, +1 А, А, +1 
Ог La = Ly = 1,5 La La < La _ Da = La La L, 
L, La La La 1,5 La L, L, 1,5 La 


P, (Cos(0)) 

















Te (r,0)=T, +T, > 


os P i 
| л,(д, +1) li 
дА, 





si 
- T, > се) À,+1+4 la À = | | CR 
Ee OP (и) l А, l den ` l l4 l4 r 
a, (2, +1) —-—— H 3 
Te (r,0)=T, +T, > ) x 
Q2V > — 0 0ч, ӘР (u) | À, l А,+1 
ЕЕ (6 3 | 
п r2 rl 
4 2, E A, À, T 
А, * (A, +1 In 4 E | paie ||” 8] | 
> á M Lo r ó Á M l4 Li r 


L'expression 


1 An An l DEN 
6 f) (12) 
1,2 L, r 
А, , À, А, I 
AU Z Ces) 2 WE 
12 L, L, r 
п I п 


| l 

An 1 À l DEN l 

=: (A, +1 r rl r2 va rl 

Ls 1,5 m r 
| À, | DEN А, 

CROISE 
L2 m 1,5 


> То,(7,0) 2 T, +T, > 


n#0,+00 A, (2, +1 
дА, 






























































l 
A, T An m 44 H 
1,5 La 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Résumons pour le problème : 
AT(r,0)= 0 


T, Oo, =0 TG, Oo , =T; TO, Glen, — =0 


i 
O, = [0.0;]x [0.7,,] O, =[0,0,]x [n22] Q, = [0,0,]х [+00] 


Le résultat trouvé pour les solutions dans les trois sous-domaines du cône sphérique : 
À, tq P, (Cos(0,))=0 == Cos(0) 


à À 
1 L) | р" 
Ta (r,0)=-T, 1 a P, (Cos(0 
a0) p x ol H |@ Si os( ) 
" 0A, 


Ç + (Et + =], (Cos(0)) 


) OP А5 (д) 
OA, 





To; (7,0) =T, +T > 
n#0,+00 A.D +1 


п 


lo; F8) т n > em (д) ' E | Ə | i (Cela) 
C А 











n#0,+œ (4, +1 r 


п 


Les expressions vérifient bien la condition de continuité : 


À, 
m is Ee. ІР, (Соѕ(Ө 
T ER жуш, | í ( )) 
" дА 


п 


©. “| ' „|, (Cos(0)) 
15011,0) =1+ > d 




















(22, +1) 
ETE n P (Cos(0)) 
ОР ОР An 
0 120,44 SCH +1) А, (ш) n2 o A, +1) À, (ш) 
GE | py | 
(A, +1) -1 H -1 
10,0) у 2 P, (Cos(9))= Y а P, (Соз(ө)) 
T, vi а ӘР m (ш) ^a n#0,+00 ӘР А, (и) š 
n (2, + 1) А„ IE > 
дА, дА, 
I An +1 
Ç +1)+ 263 y. (Cos(@)) 
0.0. у Въ) (со) У = 
0 n#0,+00 2, (A, +1) An 0 n#0,+00 A.D. +1) An 0 





п 


22 (1.2.0) P, (Cos(0)) E P,(Cos(6) [ү 
: "P Ha at | d > дР, "E | ] 
0 ) = r2 1) E r2 








n0, to n#0,+œ 
A (A. +1 (2, + 
n 


T ‚Ө П I А„+1 
с>” Р, el y. SE) 
д 


n#0,+00 (2, +1 


n 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour un cône d'angle ouvert 80 = n/2 : 























_ _ ., 9B&(0| _ 27 QUY 
= Соѕ(0,)=0 Р, (0)=0=>2,=2n+1 P,„„(1)=1 zl (-1) (2n+1) 
3,280) =(-1)" Qn+1)2 (н) =D 2” (иу 
"^ 9A -— J T (2n) 
Ta (7,0) = T, >, . er gB Ры! (Cos(@)) 





ner y Cr) (: ) | ^ P, (Cos(0)) 


n=0,+œ m" Laf 


ev[n 4 1 а | | +(2n+ d Ë joo P. (Cos(@)) 
2 F 
Te r,0)= T, - T, > - 


бот 2(п+1)2?” (nj 


бб), 9 0а) ' H OR DO 


ata ind (n!) r 


= Tos (7,0) = T, > CORE H (=) i EN i Js eoo) 

















„л (n -- 127"! (nf) r r 


s Clesen e (uy 
T5,(r,0) = T, > 230) ((л + D} ? | | E Pani (Cos(0)) 


n=0,+œ r r 











> CL Ол) x^" développement en série de Taylor autour de 0 de _ 
Or : nee 2?" (n y 1+ x? 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On abouti pour les domaines Q1 et ОЗ à des expressions simples sur l'axe z, toute tendant vers 0 
lorsque r=0 ou rzee 


= a6 у erl) 5 Je. test) Pani (1)=1 


To n=0,+œ 2 (n!) 


Te (r,0) _ У D" (2n) | " d | 5 | _ : , 
T, n=0; 4% 27 (n) La 1,5 JL +r? К. +r? 
=> 15367,0) — > € D" Q(n +1)) (С Е Е ) | S (2) | Jes (eoo) 


T, n=0,+œ 2x n ) ((n + 1) r 


Т» (7,0) Є У (— p (2( n +1) )! (4 ` y At 
T, 2X (n+1) m l, 


























n=0,+œ ((n+1) Ip 
В y> (— VG Oh r а E IT ` E 1)” Ол)! "f: Ju 7 ER 
eia (О). е. > 22 (pl? (Lr Lr 
E To (r,0) _ r 








Т, КЛ +r? T +r? 


Pour le domaine О2, on utilise l'expression simplifiée obtenu qui donne : 


e vin + Е m +(2n+ Y) ^ Jan P, (Cos(9)) 








TO2(1r,0) = T, — T, > 














SA 2(п+1)2?” (и!) 
2п+1 I 2n+2 
2(n + Y) +(2n+ (EN 

То» (z,0) —1 > (—1)"(2я) 1, r 

T, n=0,+œ Den Laf 2(n + 1) 

ты) у Era CTT. o e reet 
ES T, zi Z 2?" ( т> v 2(n-1) 2 

0 n=0,+œ n!) L, La n=0,+co 2 ((n + 1)) r 








EROS 2(п+1)+1 туба) 2(п+1)+1 
oops =. ас. d y CH CL UL 


La ат 22(n+1) ((n + 1))° r беле 2241) ((п+1))* И 
То» (r,0) _ r r La r r 


To “res +r? R la үг? +L i үг? +1? үг? +l 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La continuité est bien assurée, contrôle formel pour écarter le risque d'une erreur de calcul 
manifeste : 





























Т.0010) _ Ll, La _ 1 La 
Т, lk MLA T NE Apr 
T5,0,,,0 — la LL, 1 
Т, ИО ГЕИ ТЕ а? 
Tol 0) _ 0, La EN La 
Т, Pepe, 2377 ИН ТУКУ 
15»%.0)___ 1, 1, ERES ^ 1 
T МГ» ЧЁ ОКЕ sepe 


En conclusion sur l'axe z : la solution a la forme trés simple suivante qui est par exemple la 


température donnée sur l'axe z par une couronne circulaire plan portée à la valeur TO entre Ir1 et 
Ir2 : 








To, (r ,0) eg Тоз (r ,0) = To (r ,0) Ыы r r 
T, T, To Ju +r? dL +r? 
E T(r.O) _ 1 











1 
T, { |+? Jirar 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Cette fonction, définie sur l'axe z, contient un maximum, à la valeur de r suivante : 














Ta (1.0) 75,050) _ T,,,(r,0) ` r r 
I, T, To Je quee 
TEO | d TNAM 0 
T Š 3 
n foc + Di (, +r? } 
3 3 
(appe grub dote. ca she d bb on 
2 = 2 4/3 ` їз Fr 4⁄3 z3 Zl Tla 
La L, La L5 La L5 
/ / / / / / / / 
= E 7 e @ cL. zk: Ee 3 А L p 3 2 3] 2/3 











_ = rl r2 
V 413 _] w) = E 2/5 |] ipu et 2/3 2/3 
r2 rl r2 rl li +I, 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Cône sphérique plein d'angle Өг, en coordonnées sphériques (r,9) soumis à des conditions 
aux limites de Dirichlet inhomogénes en r=l„ et de Neumann homogènes en 0, 


Soit le probléme : 
AT(r,0)=0 


T(r,9), = fo(Cos(8) 
T,(r,0),, =0 
T(r,0) fini 


La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir : 
T(r,0) fini 

T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0) = T(r,O) 

T(r,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 

T, (r9), =0 


Pour respecter la condition aux limites P , on est amené à rechercher une extension 


des polynómes de Legendre de degré entier à des fonctions de Legendre de degré non entier À, 


BCO > E (Costa): ce qui donne la condition suivante pour établir les valeurs propres du 


problème de Sturm-Liouville. 





dP. OP, 

e n ACE up VL ^. (Р, (z)-P, (2) VÀ,» 0e9touN 
dz Zz—Ho 02 Е = ^ t 
A 
= > (uP, (45) - P; 4 (4,))- 0 
Ho —1 
= À, = 0 ou HP, (1) - P; (ш) -0 
Ө = z 12 


Exemple si l'on prend la valeur 


sil'on prend l'angle DERIS, alors les 21 premières valeurs propres Àn = 0, 3.19569, 6.21953, 
9.22885, 12.2338, 15.2369, 18.239, 21.2405, 24.2416, 27.2426, 30.2433, 33.2439, 36.2444, 
39.2448, 42.2452, 45.2455, 48.2458, 51.246, 54.2462, 57.2464, 60.2466 


si l'on prend l'angle б, 22 alors les 20 premières valeurs propres À, = о, 8.05252, 15.14, 
22.1738, 29.1917, 36.2028, 43.2104, 50.2158, 57.22, 64.2232, 71.2258, 78.228, 85.2298, 
92,2313, 99.2326, 106.234, 113.235, 120.236, 127.236, 134.237, 141,238 


, alors on retrouve les valeurs propres А„ -2n n20, 


En respectant la contrainte de finitude et par principe de superposition on recherche la solution 
sous la forme d'une série : 
T(r,0)= Y (Ar ^" + B„r^ JP, (Cos(0) 2. Y B,r^ P, (Cos(0)) 


n+0, to n+0, +0 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l„ donne, en incluant la valeur 
propre 0 (dü à la condition homogène de Neumann): 
Р, (z)= 1 


B, = | 49 Sin(0) f,(Cos(0)) Р, (Cos(0)) 
z = Cos(0) u, = Cos(0,) 


B, - [dz fo) B, - sore )= [a rer, (z) 


Ho 


|P. (2 = [œ Paz "^ |P (z ‘= јен L, 
Ho 


A, tq À, =0 ou Da (u,)— Bass 


À 

EE xU = | 2.) 
E: n#0,+œ 

Selon les formules pour lë E de la norme d'une fonction de Legendre de degré non entier : 


„{ др, (z) ôP, (z) д, (z) \ l" 
w: a & "Plaz | 


1 




















posons ц, = Cos(0,) 





Г dz Pa (2) = 
































(24, +1) 
C.L. ёр, C) =0 et VA,P, (D=0 
Z= Mlo 
P P 
comme i —$ (z) = 4, (zP, (z) -Р, ,(2))> (z? = 28,6) 0 et 
2 —1 Oz |, 
1 
2080, (уг) 

| А dA, ё ^X! OA, Se | 

= | dz Р, (z) = (22, 11) = 
d-u zl OP, (и) P, (а) > (u yes (до) ) 
i дА, Oz ^^ 04 Oz ӘР, (u,) 
= or ————=0‹=С1. 
(24, +1) Oz 
OP (и 
( = Lo A (u) Ea = 
(24, +1) 
OP (u 
: ( = Lo le, теа 2 

[pel ' 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


développons la dérivée seconde : 
ôP (2) , bell. Р, (т) ô 8P, (2) o | q 28, mE 



































д2 g z? -1 дАд2 OA д 0A z? -1 
д°Р, (2) zP, (DAC), A eR "084 2) 
дАд2 z? -1 z? -1 дА дА 
zP, (2) В, 1(2) 1 ФР, (z) 
or 2 = 
z =] L д 
CP G)_ 190P,(), A ( 0P,C) 9P,.C) 
6407 A Oz  z-M ai дА 
OP, (D| _ 1 ӘР, (z) A (, QP (Ho) ФР, (uo) 
Az A GL. wi" a дА 
dP. (z) E À, u OP, (ш) OP, -1(Mo) 
0A0z Hl" д3 дА 





2= ц 
On obtient la valeur de la norme de la fonction de Legendre de degré non entier, solution du 
probléme de Sturm-Liouville avec des conditions adiabatiques : 


A OP, (4o) ОР, (uo) 
Р 2 — n P "n _ n 
| EN (z) | QA, +1) À, oJ дА Ho ai | 


on obtient le même résultat avec la formule générale sur les normes 


ОФ (z ОФ (z | 
EE 








0,00, 0-00) dn 








j р Ор 
m dz o, (z) em Gp _ 5 0 O (2) z P. (2) 
OP, Ju ӘР, (u 
ar, шыш. „ыбы 
= x, i D n comme P, (4o) = H P, (Lo) 








CP, -1 0 OP, 0 
D 2 Lau) a 


|Р, GP = (24, +1) ú 


aa *^° 5 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On retrouve la valeur de la norme de fonctions de Legendre de degré entier pair, qui correspond au 
cas d,=11/2 : 
À, =0 ou Daf, (и) - P, (бщ) -0 
бор р. =2n tq n>0 
2?" T y 


2n (2п) ƏP,(0) 


on a vu que P, (0) =(—1)" 





2n (2п) ƏP,(0) 





























P LA n = n 
CR =D (4n+1)2” (ш) дА haa 2: (4n+1) 22" (ш) Әд laus 
2п 2 
cas C.L. Dirichlet => c =-(=1)" 2 (nt) 
À=2n+1 (2n +1)! 
2n-2 2n 2 2n 2 
= PON ` (y 277 @-D (y, z QU ue (9 
64. lia (2n -1) du" (2n -1) 2n(2n) 
1 
= |P. C > za résultat établi précédemment | Vn N, | dz (P (z)) = с D 


La solution du probléme s'écrit donc : 
Lo = Cos(0,) 


B = [а hE) В, = [dz f, C P, (z) 


Ho Ho 


À, tq À, =0 ou Р, (u,) - P; (Ho) = 0 


À 

В, 22. +1 B „ү 

а + à E P, (Cos(0 

iis 1— ut 2. À, P (u {ш Р oP, =) B ei | ) 
À 0 дА 0 дА 











um fo(0)=1 alors on а: 
—Cos(0) À, tq À,=0ou WP, (up) P, (40) = 0 


Sin B, = je P O= (раев), = 5i ei Eao) P, (a) 


Ho 


1 
В зін 2, (45) - gett 





1 
еп utilisant la forme alternative de l'intégrale indéfinie faz Р, (2) = pev LP, (z)- P, ,(2)| 


B, = Јер, ()=— 





— fz, (z)- P, (z 2s 11 Laub. 204) Auf, (,)]- 0 


=> T(r,0) = l- — 
7 Ho 
Et l'on retrouve bien la solution triviale T(r,9)=1 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


A titre d'illustration, choisissons une autre fonction limite de profil : 
f,(0) =1— Heaviside(0 —0,) avec 0, є 10,6, | 
et posons u, = Cos(0,) 
1 1 1 1 
B, = |é =(1- ш) В, = i P, (z)- a 11 Parn )= Pa. 0), = (a) P. (a) 
II vient la solution suivante : 
Ho =Cos(0,) щ = Cos(0,) 
À, tq À,=0ou uU, P. (ш„)—Р, (и) =0 


rooy- у, — ËP. (a) P. (a) (s) P, (cose) 


Iis. Oe À P, (u, | OP, 4 (4) OP, (и) 1, 











п 


en "Te 


Considération sur les valeurs propres du problème aux limites solution d'équation 
transcendantales. 


On a vu que pour les deux problémes précédents, les valeurs propres étaient déterminées par la 
résolution d'une équation transcendantales de la forme : 

ш = Cos(0,) 

Problème de Dirichlet 

A, tq P,(u)-0 


Probléme de Neumann 





2=ш 

II est possible d'expliciter quels sont ces valeurs propres dans les cas limites d'angle а'оиуег иге 
faible ou ou contraire trés ouvert. De nombreux travaux ont été effectué sur le sujet 
essentiellement entre 1900 et 1960. Les résultats obtenus sont remarquablement résumés dans 
l'ouvrage de référence de Louis Robin de 1959 : « Fonctions Sphériques de Legendre et Fonctions 
Sphéroidales Tome lll > 


Estimation des valeurs propres du probléme de Dirichlet sur le cóne sphérique 


Ces résultats portent sur les racines de l'équation sur les fonctions associés de Legendre dont 
l'ordre est entier . 


Tout d'abord, les racines de l'équation ИОС avec m réel ou entier et о donnés 


ne peuvent étre complexes. Les solutions sont donc nécessairement réels, et d'autre part elles sont 
en nombre infini (résultat de Sturm-Liouville). 


De plus suivant la formule sur les fonctions de Legendre associées : 
P, G)= P. - (2) 


=> pour toute racine À, de l'équation P (Cos(9, ) = 0 il correspond la racine — À, —1 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le calcul des racines de l'équation, fait appel à un développement asymptotique des fonctions de 
Legendre valable lorsque les degrés sont assez grands et l'angle d'ouverture loin des valeurs limites 
O et n, utilisé dans un article de MacDonald de 1900 < Zeroes of the Spherical Harmonic, 
considered as a function of N ». Dans cet article il utilise le développement pour des ordres entiers 
négatifs, sachant que de toute façon les zéros des fonctions associées de Legendre d'ordre positif 
et négatif sont strictement identiques, en vertu de la relation : 
P) =(-1)" D -m+1) (Ciy DU. +m+1) 
„+т+1) Г(А„—т+1) 


5,6 qu'en plus des zéros de 
А, e{0,1,2,--.,m-—1} 








Py (z) & Р (z) = P; (z) 


А ; P (zZ 
D'après cette formule, on peut remarquer pour les zéros de a, ( ) 


il y a les póles de la fonction IA cM +1) donc les valeurs doivent être 


systématiquement ajoutées lorsque l'on déduit les zéros des ordres positifs d'après ceux des ordres 
négatifs. 


Dans la suite de nos calculs, contrairement à la reprise des résultats faîte dans l'ouvrage de 
L.Robin, on préfére partir du développement d'ordre négatif ainsi que dans l'article de MacDonald : 


Cos 2,4, =p È £) + 

2 2 
(P -4m Ya? -4m }--(Cp -1f ат )x 
x Cos 70, = m^ —(2p+ )2) 


P? 2?" pl(24, +3022, + 5)---(2A, + 2p +1)Sin’ (0,) 


р=1 


l | = 





Е _Г@-т+1)[__2 
Eech da +2) 5 e] 


+оо 








Transformons cette expression еп utilisant Іа fonction bifactorielle : 
(24, 324, + 5)---(22, +2p+1)= 1x3x-..x(24, +1)x (24, +3X24, +5)-- (22, +2p +1) _ 
1x 3x---x (24, +1) 





6. RN (12 Е ат з? za }-(2» xq 4m?)= In +1- An" 


Соз йс E P + 
2. 2 


те +1) -4m? ) x (24, +1) 


1=0 


N | = 





И _T(,-m+1) 2 
< P," (Cos(0,)) = `€ B E a) 





x Co 2,4, = m^ -(2p+ a 


d 2°? p!(22, + 2p + I)!Sin"(0,) 


p-i 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour les fonctions de Legendre de première espèce, m=0, il vient : 


(12)(32)---((2p-1))=(1x3x---x(2p-1)Y = (29-10 
(2n+t)t=2=r(n+2) (2n = frs) @»-ї = P+) 


2^, 3 A„+p+1 3 
22 +1)!= ГА +> 22 +2р-+1)!= LI A +p+— 
( п ) BEI | п d п Р ) Ja п Р 2 


Cod 7,4, _ À 
2 
< Р? (Cos(0,)) = r(a, + N24, i 2 j (24, +1)! 
da + d л 5їп\Ң% " le p- 1) Cos| 2,4, -(2p+ y) 


p» 2°? р1(24, + 2p + Y)tSin" (0,) 


Ek 


Lef Cos| 7,4, * a - (d р+ D) Co 2.4, -Qp« D) 


1 
 T(À, «127! | 2 | AS 
Aar л Sin(0,) vert: + d zl DAtitp Утга, +р+ 2 aen) 


р паа) fe (ro) es "pel 
P, (Cos(0,)) = L = : E a > DD + p+3 Ps.) 














N | 














en posant О\= 1 








Cette dernière formule peut également se généraliser dans le cadre des fonctions de Gegenbauer 
de première espèce. Ce type de formule servira également pour la détermination approchée des 
zéros des fonctions de Gegenbauer (pour des valeurs restreinte du paramètre dimensionnel) pour 
des valeurs fixes de l'angle 90. Par ailleurs L.Robin précise dans son livre que cette série converge 
pour des valeurs de 9, entre [л/6, 51/6]. 


En premiére approximation, les racines de l'équation pour les grandes valeurs À, correspondent à 
l'annulation du terme en cosinus, еп négligeant les termes 1/À, de la série : 


Cos 4,0, - m5 - ER NEEN mic om 





2 4 2 


де: 
Cette formule donne pour ипе fonction de Legendre de premiëre, еп posant m=0 : 
1 л 


А === + — (4 
А 2e re» 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Et le développement asymptotique de la fonction associée est le suivant en première 
approximation : 


1 
x 2 
P” (Cos(0)) = TU, =m+1) 2 Cos| 2,0, = m mo dh +O ES Lorsque À, — oo 
' 3) iz Sin(0,) X A, 2 À 
DA, + 2 2 





n 








1 
duni 2 2 л Ө mx 1 
=> P "(Cos(0)) = àA Tal | 4 Sin 2.0. m——-9-— 4-0 = 
ai (CORA, (zs) [o "y 3 z) =) 


1 
u 2. 2 0 л T 1 
P" (Cost) = à, "| =f —. |+ Sin А Ө,—©° + |+о 
ло. Ges) I i s 3 E | 





п 


En posant m=0, il vient pour la fonction de Legendre de premiëre espëce :: 


P, (Соз(Ө)) = Lo) eas : + —< ) d ) 


qui est l'expression donnée dans l'ouvrage de N.N.Lebedev <SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR 
APPLICATIONS, Prentice Hall 1965 >. Au passage on remarque que l'écart entre deux valeurs 
propres asymptotiques est de À,+1- À,= "da, N.N.Lebedev donne également le développement 
asymptotique pour les grandes valeurs du degré des fonctions de Legendre de deuxiéme espéce. 
Développement qui peut servir pour estimer les racines à grande valeur dans les problémes de 
section coniques sphériques creuses : 


» 2 0 m 1 
О, (Cos(0)) = E ЕЕ 2 + 1 J + d n ) 


En meilleur approximation, la méthode de calcul des racines est plus complexe, elle se base sur 
l'expression d'un développement limité de la formule introduite dans un article de MacDonald : 


Posons x=2,+3= 4,0, т^ ët d т^ (z 2-6 1)0, (2m +1)7 














2 2 2 \4 
EE =n x JOR WEE (24,+2p+1)_(24,+3+2p-2)_ 2. 54 
2 2 2 2 2 
Cos 6, (x —1)—(2т + DZ) + 
1 
2 (P -4m 3° äech. Aën E =4m? )x 





P;"(Cos(8,)) = La = Y 2 


r4. + d 
2 

Equation P," (Cos(0,)) = 0 <> 
(12 — An? a? =4m?)..-((2 p — 1 — 4m° )x 


EN Са өх -1)- Qm + E = Di 


Са ө-т ax. Y 


p-l 








„|х SE -1)-(2m+ )7 - 7) 


+2 УЕП Da 2) (e west ПОК, 








=0 
2? р\х(х + Vx + 2)---(х + p -1)Sin”(0,) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Ce qui donne en développant le cosinus de la sommation : 
Coso, (x -1)-(2m + DZ) + 
(P — 4m?)3? — 4m?)---((2 p -1Y =4m? )x 
—„ |> СС -1)- (2m +1) ` )Cos(pB)+ sin 9, (x—1)-(2m+1)— ` ben! 
+2 2" ste e 2) (e Ж, p 2i 
E " ‚(ЕЁ -4m e? — 4m"). (2 p — 1f — ат? Jcos(pB) 
e Cota 6, 1)- (2m +1) Jt > 23Р plx(x + 1Xx + 2)-- e EES SICH | 
$ (12 — An? Ya? - дт)... (ор - 1 - 4m? )sin(pB) 
2 plx(x + (х + 2). . (x +p- 1)Sin” (0,) 
Š (12 = Am Xy = 4m° } . (ор –1) - 4m? JSin(pf) 
<S Cotan(9 (s=1)-(am+1)Z )= p-t 2°? р\х(х + Vx + 2)---(х + p —1)Sin” (0, ) 
° 4 


+ 4m? Ja? - ат). (Cp -17 ат na 


2° plx(x +1)(х + 2. (x + p - 1)Sin"(0,) 











р=1 











De plus Cotan(z) SE = d 


> Co As -1)-(2m+ DZ) = Tarf Z - (x - 1)- (2m + Dz) = pa # 2m)7 - O, (x- ) 
| )- Ser 
< Tan (3+2m)7 dis -1) | < 2” plx(x+1\x+ x+ p —1)Sin” (0, 


14 8E - 4m d m Am Zb CE 1) —4т? Gel 


2° р\х(х +1)(х + 2)---(х+ p—1)Sin’(6,) 














р=1 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Si l'on pose : 
« (P — 4m° {32 — 4m°)---((2 p — 1) — 4m° )Ssin( pp) 
М(х)_ pa 2° plx(x e Vx + 2)---(х+ p -1)Sin”(0,) 


DG) ` Ë y (2423: = Am?) (2p E E 


=E 2? plx(x + 1”)(x+2)---(x+ p-1)sin"(0;) 





U(x) = 











e Tanl (3 + 2m)7 0, (x ) =-U(x) 





© (3+ 2m)^ 0,(х-1)= —Arctan(U(x))- nz © (3+ 2m) + Arctan(U(x)) - nz = 0 (x—1) neN 


(3+ 2m + ап) + Arctan(U (x)) 


= x=1+ =1+- (3+2m+4n 
Ө, 40, 





) „ Aretan[U G3) 
9, 
Posons (eie 2m dn) es x = + ОО) 
9 0 


On sait que la solution d'ordre zéro de l'équation transcendantale est donnée par : 
А, x (иели esa etu М 

2 40, 2 
La variable t est donc la valeur d'ordre 0 de l'inconnu x, à partir de laquelle on calcule les termes 
plus élevés du développement. Il convient donc plutôt de noter t comme suit : хо. L'équation 
transcendantale prend donc également la forme : 
Posons ху =1+ aee +2т+4п) w =(x=x,)0, 

0 
= (12 — Am з? — 4m° ) . (ор — 1) — ат? Jsin(pf) 
М(х) m 2° plx(x +1)(х + 2)---(x + р 1)Sin"(0;) 
DG) (|. $ = (É -ám 232 -4m (2p -1y - ат? Jcos(pB) 
2° plx(x +1)(х + 2)--- (x + p - 1)Sin" (0) 

ele — 4m 23° — 4m 2). i (ор —1) — den? )Sin( pp) 


Uto Мх) 54 2?? plx(x + 1)(х + 2)---(х+ p - 1)25in(0,))" 


D(x) < (1? — Am? 32 — 4m°)..((2p —1) — 4m? Jcos(pp) 
Ë > 22° plx(x +1)(х +2) (x p - 1)25in(0,))" | 
Arctan(U (x)) 
9, 











p=1 














Тап((х– х,)0,)= О(х) S х= х, + 
< 


Tan(y ) = (х) Sy = Arctan(U (x) 


Ce sont les diverses formes employées dans le livre de L.Robin et l'article de MacDonald. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Donnons le développement de la fonction U(x) autour de хо: 
ка (2 ат {32 =4m2)---((2p -1} — 4m? )sin(pp) 
N(x). ps DP р!х(х +1)(x+2)---(x + p —1)5їп”(Ө,) 
DE (|, E (P Am? ат). (Gp -17 - 4m? Kos(pp) 
mE 2? p !x( (x e Tx + 2)---(х+ p - 1)Sin"(0,) 
e — 4m 2 ES = 4m. ). : (ор -1y- Am! Jsin(p) 
MOD „т, 2 р!х(х + 1)(x + 2)---(х + р —1)(25тп(Ө,))” 





U(x) = 






























































U 
DE DG) is: sc -4m Y? - 4m?).--((2p -17 — 4m? Kal ag) 
1 2 plx(x «lx 2) (x^ p-1)2Sin(0,)) 
pois (2-4 -4m "el SS (12 -4m as — 4m? ron) A. (12 -am e - Am 5° — 4m? тзв) 
22! bsin(6, )| 22221[2Sin(0, )] 27%31[25in(0, H 
койу (12 - Am з? -Am (2p -1y — 4m? in(pB) 
; 22” p'[2Sin(0,)V 
Bione `E (> = A \cos(f) D _ (w = E 4т? оз(28) c (12 -ám 3? — 4m? s M 0s(3f) 
2?*[2Sin(6, )] 22221[2Sin(0, )] 2??31bsin(0;)] 
mm (12 - Am XY -Am (2p -1y —4m? os(pB) 
Á 2?" р![251п(ө,)} 
b 
N = zr = L3. ER P 
m (x) ED ae) Cp) 
DO, 2 а 
Е о ED 
On retrouve le développement de MacDonald, retranchant 1 à la variable х, у=х-1 : 
Si у=х—1 
b b 
NQ)- ELM Lee 7 
Se E (v+1)y+2) (v+1)(v+2)---(v+ p) 
D(y) =1+-41 < Se 


Ç+) V+00+2) = Gr 2) p) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


MacDonald donne une expression intermédiaire de N(y)/D(y), due à la propriété suivante du 











développement : 
1 1 2 3 
DO) 1+C0) 0) +C (y) (>) 
С(у)= S+ 2 ++ ш 
(у+1) (v+1)(y+2) (v+1)(y+2)---(v+ p) 


b, Ep b, 
y+1)(y+2) (v+1)y+2)---(vy +p) 


XO =| А. ОКЕ 








_ h 
PDC 











x Tes 
D) \(у+1) (y+1Xy+2) 
au troisième ordre > 
C дш di + da Zu Sc qe 
Gad o1) CES CE) (TE) 
2 
2аа 
С? (у) = ED 142 dodo 
+1) (y+1)(y+2) 


3 
COP E 
M G+ 
a, а; 


le 3 67353 68293] 


2 3 
а, 2a,a, a, 


"oy VG) ву 


| À + z + 2 +x 
(у+1) (v+1)(v+2) (v+1)(v+2Xy+3) 





1- C(y) + C°(y) - С(у) = 











TR rei sl _ 


3 





RS 0х 2a a, E 
(v+) (y+1Y(y+2) (v+1) 
b, b, b 





Bescher eessen 


à | ab, " ab, | | a,b, | P a, b, 2 
(v+) Qf (+2) 16102] (+1) 
N(y) JR. j, ТНБ d, " 3 S е, 
ро) ` (v+) (+) (+) (у+1Йу+2) ++) G1 2 3) 


c =b c--ab с = a, b, d,-b, d,=-ab,-ab, е =b; 





d 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Au quatrième ordre cela donne : 
au dE ordre => 


E on (ыу ж? [кей Ире Cat 


2 











CU) à 2a a, " d, à Zog, 
(у + Jm (у+1(у+2) O+ G+D6+2%+3) 
a Заа, 2. 
т АШ "Toa 
b, b, b 
N(y)= 





Don *ox0o*2 6203 (1*2 3X» 2) 





E oem ee Men ce ve nil 


4 Zog a 2a,a 
1- C(y) - CQ) Cp) s s ж-ы = — RAE 
waters uae е оро) Ба TE Guo EEN 


| a, à Заа, |- 

(у+1) (y+1Y(y+2) 

Й b, b, : b, 

(«2 (1*2) G0 + 203) G1 20» 3X» +4) 

















R a,b, а,Ь, | 
Nui. G= 0+1) 0+2) (у+(у+2у+3) 


























DO) су a,b, | аЬ, 
БШ e Коа (y «1f SES SEN 
2a,a,b, а, ^b, 
Di Deen ТО (y+1Y(y+2) (+1) 
Sex a, b, a, b, п b, a,b, + аЬ, К 2a,a,b, + a, b, 
NO). "ED cn (w+ Ge 6162) (у+1(у+2) Gi (0+2) 
Son a,b, ab, + a,b, b, 
` (+) D gE (y+1Y(y+2) (vy (y+2)7+3) (y + 1v +2Xy+3Xy+4) 
NO) L св PEE m d, s d, J 
7 DO) ` (+1) y D ay De ay (D (+102) G2) (+1) lj +2) 
е, e, £ 





“Oa EREM 609 203193 
c =b c,--ab с =a bh c,--ajb 

d,=b, d,=-ab,-a,b, “d,=2aa,b + aj b, 

e =b, e,=—ab, f. =-ab,-ab sg,=b, 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Retranscrit dans la variable x, cela donne au quatrième ordre : 








NO) _ CR бу. б d, d, d, 
TANS DG) x ы x? Ч х? + x^ P ue (+1), xxl). 
€; ds e, e Ja 84 
x(x+1)(x+2) x (х+1) x (x Vx 2)” x(x + Vx + 2 x +3) 
2 
c =b c,=-ab & =a b c,=-a b 


d,=b, d,=-ab,-a b, d,=2aa,b + ab, 
e =b, e,=-a,b, f,=-ab,-ab, g,-b, 
Оп peut également introduire la notation suivante : 


er 





| 1 
= a, +œ, +a, + aœ, ordre croissant de — 
x 


EM Sn d, C3 + d, " €; 
x x(x+1) x х'(х+1) x(x+1{x+2) 
2 E d, + e, Ja + £a 
x* x (x + 1) x? (x + 1) x? (x + (х + 2) х(х + (х + 2) x + 3) 
ca А аа, E da, " da, 
dx dx dx 








+ 














U'(x,) = = U'(x,) = Q,'+a,'+a,'+a,' 














х=хо х=хо х=хо х=хо 





oi — => ordre 2 «„'= 26; d, : = + =. > ordre З 
x x(x +1) x*(x +1) 


, Зе, aj < 2 j| Bree] ел 


x^ x? x +1) d x'(x+1 x! (x - 1 (x +2)” 








а', = 40, а l + ] e | + 1 + 2 
° x (н) steil “L 2(x+1Y(x+2) x(x-1(x-2Y  x'(x+1(x +2) 


x(x + Vx + 2)+ x(x +1)(х+3)+ x(x 2x + 3)+ (x +1)(х + 2)(x +3) dud 
A x^ (x +1) (х + 2f (x +3) | ge 





Appliquons la formule de 1адгапде qui donne le développement d'une fonction analytique 
quelconque f(z) autour d'une racine de l'équation transcendantale : 

Equation z =z, +uF(z) 

Développement de P Ge autour de z, 


f) fG)* Yt £ ra tror] 


LL 


1=20 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Appliquée à l'équation trouvée, il vient : 
Z=X u => Zus a F(X) = Arctan(U(x)) f(x) = x 
0 


k=l 


2 1 d 
Sec — Sri Ea [Arctan(U O] E 
k=1> > [Arctan(U Gs) 


0 





Z l d 2 | Arctan(U(x,))U'(x,) 
k=2->> 2102 = [Arctan(U (D) |. = 9j ( " Ux") 

1 d° 3V _ 

k=3— 6093 d { Астап(и (t) | = 


is Arctan(U (x, Vis, 1 [1 -U(x, )Arctan(U (x,))] + U") +(0(х,)) )Arctan(U (x, ))} 
20, +U] 








Soit la série 





X= X) + alia t UG) Je Arctan(U (xo) U'(x,) _ 
° өг 1+(UGx)) 
Arctan(U (x,)) 


26 (1 +(U(x)) 


+ 





ў bU Guy [ — U (x) Arctan(U (x,))] + о") + (U (x, ) Jarctan(U (x, yl ee 


De plus si |U (x)| <1= Arctan(U (x,)) 2 U (x) — At + Í (UG) + 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Rien qu'en se restreignant au deuxième terme en Ó, et en ne développant que les termes 
maximum de quatrième ordre en xo, il vient : 
Développement maximum au quatriéme ordre 


Arctan(U (x, ) -U(x)- TUG) E s (UG) pru 
XV Hua - FUY + SUD) e] * 


Ger fua) À At + (UG) pe Jura 
9, 





“sss 








1+ D = KUED) A tf de J 


Notant U(x,) =G +о, +G, +G, _U'(x,) = G '+G;'+G, LGA 


1 1 1 
U(x,)- zU) + zU ZA + G, + G, + 0,— SÉ + За a) 
U'(x,) = G -ac +O, 
1 1 
= fua = 30000) + Чо) pe AU") & a+," + a,'a, 


1 
1+(a, +a, +а, + G.) 





el (a? +a, +2a,a, + 20,0.) 





G G +оо +, '0:, 
2 
14 (o, +G, + G; +a,) 





' ' ' 
x Œ d, +G Œ +U, da, 


1 l( s 2 1 ' ' ' 
x=x,+—dla +a, +0 +a, – (а + Зага, J+ +=>!a,a,'+a,a,'+a,'a, $+ : 
Ө, 3 6, 
En portant les valeurs : 


2 3 
c =b c--ab c,=a b c,=-a, hb, 
d,=b, d,--ab, d,=2aa,b, + ab, 


e =b, e,=-a,b, f,=-ab,-ab g,=b, 











q = qœ = m (pos + ds + °з 
i Xo e 4. Xo (x, + 1) ` ху x, (x, + 1) Xo (x, + Tx, + 2) 
_ Ca d, e, fa 84 
з x^ E x (x + 1) Н x? (x + 1) d x° (x + 1)(х + 2) d x(x + (х + 2)(х + 3) 
о,'= _ 4 '= 2с. 2 d> d 2 
Xo Xo Xp (x; + 1) Xo (x, + 1) 


EE H ` 3a ) + L Loo, + ата, + 
лл ыш шо o ka 
0 0 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


























II vient : 
x =1+ Sch +4п+2т) А„=х- Ë — À, valeur propre de Р," (Cos(9,)) - 0 
0 
b, b, ab, 1 2 3\ ab, a,b, b, 
За b — b 
Xp + x (1 + Xo) x, S 3x, Í "S SCH + x.) ya + x (2 + хо) ; 
E ab — a, b, ,2aasb + a, b, — bj b, a,b, a,b, + a,b, 
0, X ху (1 + Xo) x, (1 + Xo y ху (1 + Xo D + Xo) 

X = X, + 

+ b, 

x (1 + x, 2 + х3 + Xo) 
1 |3ab 2bb, b, bb, ëss 
Ola x (1 + Xo) X x (1 FX, y 


Valeurs des zéros des fonctions associées de Legendre pour m> 0 
Si m est un nombre non entier positif, la formule est obtenue en remplaçant m par -m, de telles 
manière que les valeurs propres obtenues soient positives, il vient : 


Xo = I+ zc B + 4п + 45 — 2т) ауес s= Im | le plus grand entier inférieur à m 
0 












































b b, ab, 1 2 з\ ajb,- a,b, b, 
3a, b, — b, 
Xp ў elt + x] xy i 3x," ( SE ) xy (1 + Xo) x (1 + x (2 + x) ÿ 
SP ађ — a, b, 24а} + a, b, — bj b, a,b, a,b, + a,b, 
4 3 2 2 2 
"T 0, Xo Xq (1+x,) Xo (1+ x,) Xo (1+ x (2+ x,) 
0 x b, 
x (1 + ж + x, X3 + xs) 
1 |3ab 2bb, b, bb, А 
9, Xy ху (1 + x) ху ху (1 + Xo y 
ZA; x= i — À, valeur propre de P? (Cos(9,)) = 0 
Si m est un nombre entier positif : 
x, 214 Z" (3+4n+2m) meN 
40, 
b, b, ab, 1 2 3\ ab, + a,b, b, 
3a, b, — b 
n xx) x уйе CN 
B ађ — a, b, ‚ 24а + a, b, — bj b, a,b, a,b, + a,b, 
а Ө, ху x, (1+ x,) x, (1+ x, f xy (1+ x, 2 x) 
== X А b, 
x, (1 + xo (2 + x, X3 + Xo) 
1 [3ab 2bb, b, bb, eg 
07 | x x (1 + Xo) x ху (1 +% y 


À, € (012, m- 1]o fx E Vnz d — À, valeur propre de Р," (Cos(9,))= 0 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple de calcul numérique, avec les racines des fonctions de Legendre de première espèce 
(m=0). Il vient : 






































_ _ V Sin(f) _ _ 132 Sin(2p) _ 13252 Sin(3f) _ 1325272 Sin(4 p) 
' "Dall ^  2722Y2Sin(9,)f > 22°31[25т(0,)  ' 2'"*4[sin(0,)[ 
Së Соѕ(В) - 3! Cos(2 B) e 123252 Cos(38) д. SESS Cos(4fB) 
' 2"bsi(0,] ^ 2”°"2[25(6)}  ' o?sxpsi(o)| $ 2'"'4[sin(o,)l 
3 
х, sii А=х-5 В = 5-6, 
b, b, ab, 1 2 ah ab, ab, b, 
3a b, — b 
Xo ы x x) xy Y 3x," ( SS ху (1+ xo) x,(1+ x, 2 + Xo) 5 
L lé ab — a, b, , 24а} + a, b, — bj b, а,Ь, аЬ, + a,b, А 
0, d x, (1 + x.) x, (1 + Xo y x, (1 + Xo D + Xo) 
X = XÍ + 
+ b, 
x (1 + x, X2 + x, JG + Xo) 
1 |3ab; 2ЬЬ, b bb, 








0, A x. (1 + X) x X (1 T Xo y 
Pour une valeur de O,-m/4, voici la simulation pour les 10 premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1 et 
2): 
Racine no 1 = 2.5479 z0- 0.0478992 #1= -0.000898998 #2= -0.000290972 
Racine no 2 = 6.52221 #0= 0.0222103 #1= -0.0000834764 #2= -0.0000184569 
Racine n° 3 = 10.5143 #0= 0.0143259 #1= -0.0000210041 #2= -3.09537*10% 
Racine n° 4 = 14.5106 #0= 0.010553 #1= -8.07055*10* #2= -8.27674*107 
Racine n° 5 = 18.5083 #0= 0.00834815 #1= -3.89873*10% z2- -2.91016*107 
Racine n° 6 = 22.5069 z0= 0.00690368 #1= -2.17028*105 z2- -1.22498*107 
Racine n° 7 = 26.5059 #0= 0.00588465 #1= -1.32975*105 z2- -5.85594*10? 
Racine no 8 = 30.5051 #0= 0.00512743 #1= -8.72995*107 #2= -3.07741*10* 
Racine no 9 = 34.5045 #0= 0.00454269 #1= -6.03738*107 z2- -1.74005*10* 
Racine по 10 = 38.5041 #0= 0.00407757 #1= -4.34819*107 #2= -1.0429*10? 


Pour une valeur de O,-m/3, voici la simulation pour les 10 premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1 et 
2): 

Racine no 1 = 1.77729 z0- 0.0272883 #1= -0.000237078 #2= -0.0000134362 

Racine по 2 = 4.76278 #0= 0.0127794 #1= -0.00002498 #2= 1.94608*10 5 

Racine n° 3 = 7.75826 #0= 0.00825885 #1= -7.04956*10* #2= 6.19713*107 

Racine по 4 = 10.7561 #0= 0.00608784 #1= -2.92696*10* #2= 2.19138*107 

Racine n° 5 = 13.7548 #0= 0.00481733 #1= -1.48805*10* #2= 9.06012*10* 

Racine по 6 = 16.754 z0- 0.00398444 #1= -8.57495*10" #2= 4.24327*10* 

Racine n° 7 = 19.7534 #0= 0.00339663 #1= -5.38288*107 2- 2.18842*10* 

Racine по 8 = 22.753 #0= 0.00295975 #1= -3.59653*107 #2= 1.21731*10* 

Racine n° 9 = 25.7526 #0= 0.00262232 #1= -2.52002*107 #2= 7.19397*10? 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour une valeur de 9,=2л/3, voici la simulation pour les 10 premières racines de l'équation 


transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1 et 
2): 

Racine n° 1 = 0.601509 z0- -0.0234907 #1= -0.000378679 22- -0.000157394 
Racine no 2 = 2.11286 #0= -0.0121369 #1= -0.0000629402 #2= -0.000023714 
Racine n° 3 = 3.61694 #0= -0.00805657 #1= -0.0000194109 z2- -6.63981*10 5 
Racine n° 4 = 5.119 #0= -0.00600139 #1= -8.051*10* #2= -2.47032*10% 
Racine n° 5 = 6.62023 #0= -0.00477308 #1= -3.99159*10* #2= -1.09126*10* 
Racine по 6 = 8.12104 #0= -0.00395893 #1= -2.23191*10* #2= -5.42464*107 
Racine n° 7 = 9.62162 #0= -0.00338065 #1= -1.36094*10* #2= -2.94224*107 
Racine по 8 11.1221 #0= -0.00294909 #1= -8.85813*107 #2= -1.70708*107 
Racine по 9 = 12.6224 #0= -0.00261487 #1= -6.06602*107 #2= -1.04521*107 


Exemple de calcul numérique, avec les racines des fonctions de Legendre de premiére espéce (m 


quelconque). Il vient : 

p JC =m?*)Sin(B) , _ -mK -m Sine) , _ (2 - m K? - m? 5° - m° )Sin(3B) 
' 2"Dsm(6) ^" 22221[2Sin(0,)P M 2??31bsin(0;)] 

Ча. -m = т d cm m XT – т 2 )Sin( (48) 

Д 2?" 4l sin(0, f 


Е (12 =m? os(B) E -m зз? – m? os(2) (12 -m 2] 3 = m (5° =m 2)Cos( (38) 




















^" 2"Dsm(a)] ^- 2??»Dsin(0,)] KS 27%31[25in(0 „f 
(12 = m? Xy = m° Xs = m? Xr — m? )Со5(48) 
а, = 2х4 . 4 
2? 4t Sin(0, )] 


sim <0 ou m > 0 et m € N > x, =1+ > (Ə + 4n + 4s _ 2m) s=0sim<0 s=|m |si m > 0 et m # N 
0 


sim» 0etmeN x =1+_ (+ 4n + 2m) a, eade m-jods- SE 
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à, =x-2 В = —– Ө, 
b, b, ab, 1 2 3\ ab, +a,b, b, 
3a b =b 
"ccu Еа зл 
1], ab-ab 2a,a,b, + aj b, — b b, а,Ь, аЬ, + ab, ñ 
0, ху Xo *(1+ x,) x, (l+ x, Y x, (1+ x, J2 + х,) 
x = XÍ + 
+ b, 
ху(1+ x, )(2 + x, )(3 + xo) 
І |3ab 2ЬЬ, b bb, S 
d ху x (1+ xo) ху ху (1+ хь) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Prenons par exemple m=1, et notons que la fonction associée de Legendre de première espèce 
d'ordre 1 est définie comme suit par une formule de Rodrigues : 


ve 2% 0" P.(z `> z OP, (2 
rreh- ze p А0) eil 41-2 20) 


Donc les zéros de la dérivée première des fonctions de Legendre sont les zéros des fonctions 
associées de Legendre de première espèce d'ordre 1. 








Pour une valeur de @=л/4, m=1 , voici la simulation pour les 10 premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1 et 
2): 

Racine n* 1 = 4.40533 #=0= -0.0946708 #=1= -0.0015862 #=2= -0.0000636312 

Racine no 2 = 8.44711 #=0= -0.0528874 #=1= -0.000293227 #=2= -1.92644*10% 

Racine no 3 = 12.4633 #=0= -0.0366712 #=1= -0.0000999829 #=2= -7.20891*10* 

Racine no 4 = 16.4719 #=0= -0.0280603 #=1= -0.0000452943 #=2= 2.86222*10® 

Racine no 5 = 20.4773 #=0= -0.0227226 #=1= -0.0000242023 #=2= 2.24911*10* 

Racine no 6 = 24.4809 #=0= -0.0190904 #=1= -0.0000144081 #=2= 1.346*10* 

Racine no 7 = 28.4835 #=0= -0.016459 #=1= -9.25733*10% #=2= 7.93428*10? 

Racine по 8 = 32.4855 #=0= -0.014465 #=1= -6.29512*10% #=2= 4.80415*10? 

Racine no 9 = 36.4871 #=0= -0.0129019 #=1= -4.47265*10* #=2= 3.01113*10? 

Racine no 10 = 40.4884 #=0= -0.0116436 #=1= -3.29065*10* #=2= 1.95232*10* 


Pour une valeur de 9,=л/3, т=1, voici la simulation pour les 10 premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1 et 
2): 

Racine no 1 = 3.19569 #=0= -0.0543088 #=1= -0.000778612 #=2= -0.000162786 

Racine no 2 = 6.21953 #=0= -0.0304708 #=1= -0.000139809 #=2= -0.0000157221 

Racine no 3 = 9.22885 #=0= -0.0211506 #=1= -0.0000466639 #=2= -3.32024*10* 

Racine по 4 = 12.2338 #=0= -0.0161909 #=1= -0.0000208572 #=2= -1.02612*10% 

Racine no 5 = 15.2369 #=0= -0.0131137 #=1= -0.0000110479 #=2= -3.98408*107 

Racine n° 6 = 18.239 #=0= -0.0110188 #=1= -6.53821*10% #=2= -1.80236*107 

Racine no 7 = 21.2405 #=0= -0.00950065 #=1= -4.18338*10* #=2= -9.10053*10* 

Racine по 8 = 24.2416 #=0= -0.00835006 #=1= -2.83612*105 #=2= -4.99221*10? 

Racine no 9 = 27.2426 #=0= -0.00744797 #=1= -2.01045*10% #=2= -2.92197*10* 

Racine по 10 = 30.2433 #=0= -0.00672174 #=1= -1.47655*10% #=2= -1.80176*10* 


Pour une valeur de @=2л/3, m=1, voici la simulation pour les 10 premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1 et 
2): 

Racine no 1 = 1.42412 #=0= 0.0491233 #=1= -0.00100119 #=2= -0.000176662 

Racine no 2 = 2.90434 #=0= 0.0293405 #=1= -0.000216727 #=2= -0.0000145459 

Racine по 3 = 4.39574 #=0= 0.0207447 #=1= -0.0000780079 #=2= -1.5423*10% 

Racine no 4 = 5.891 #=0= 0.0160029 #=1= -0.0000364012 #=2= 2.96706*10* 

Racine no 5 = 7.38801 #=0= 0.0130121 #=1= -0.0000198364 #=2= 1.92877*107 

Racine no 6 = 8.88596 #=0= 0.0109579 #=1= -0.0000119777 #=2= 1.59753*107 

Racine no 7 = 10.3845 #=0= 0.00946138 #=1= -7.77875*10% #=2= 1.12605*107 

Racine по 8 = 11.8833 #=0= 0.00832328 #=1= -5.33392*10-6 #=2= 7.70399*10* 

Racine no 9 = 13.3824 #=0= 0.00742891 #=1= -3.81486*10% #=2= 5.29038*10* 

Racine по 10 = 14.8817 #=0= 0.0067077 #=1= -2.82172*10-6 #=2= 3.68532*10* 
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On peut aussi développer en puissance de т=1/х: 
$ Arctan(U (x, )) U'(x,) 





x= XQ E )) 





+ 
Ө, d UWY 
Arctan(U (x,)) OES [1-U(x,) Arctan(U (x,))| + U" (x, y +(U(x,)) Jarctan(U (x,))}+ es 
28, (1 + (UG J 





T U'(t) U"(x)= r?(r?U'(s))= T'U"(r)+27 U'(r) 


U'(x)=U"(r) К = =Q _ 


Arctan(U (z)) T'U'(r) 





x= X + > Arctan(U (x) 














, 0, 1+(UG)) 
+ Arctan(U (c) e" br(U' (0) [I —U(z)Arctan(UG))|+ (sU (t) + 2U'(r)fi +(UG)Y Jarctan(U (z))| + ses 
26 (1 (UGY) 
N(x) = ++ -— Р, 
Prem d ы Бу у ыл, 
Ux) = NE) us x x(x +1) x(x e Tx + 2)---(х+р—1) 
(Xo) Борн аа 2 
x х(х+1) х(х +1)(х + 2)---(х+р—1) 
Ьт? br” br Së 
E URN PO ed) EES 
ы 
X5 TA аут? a r° 


Р(т)х1+ат+ © + + + 
1-7 (ї+т)(ї+2т) (1+т)(ї+2т)(ї+3т) 


Ce qui donne l'estimation suivante, à l'aide d'un petit calcul sur Mathematica еп développant à 
l'ordre 4 en t et l'ordre 2 en %: 





























3 
DEG nid a b, — a,b, Ë b, - ab, D + ñ 
0 
х= ху+| ° r` ab: —a, b, + ab, + a,b, + 2a,a,b, — ab, — a,b, + b, + aj b, — a,b, — b b, — 3b, + b,) 
3 
+2 Eb esca? - bb.) 
| 6 
A l'ordre 5 en t et l'ordre З en 9, :, nous avons : 
b 3 
b, + (b, - snnt aj b, — a,b, - + — b, - ab, D) + 
= +7 (ab) ab + ab, +а + 2a,a,b, — ab, — a,b, +b, + a b, аЬ, ЬЬ, -3b, + b, )+ + 
X = XQ + : zo bh — 5a,b, — Sab, +10a,a,b, — 10a,a,b, + 1Oa,a,b, -- 15ajb/ b, — 15a; a,b, — 10a, bj + 
4 
+ A +b — 5b, + 5a, b, — 5a; b, + 5a,b? —5a, b, +10a,b, + 5b, b, — 5bb, — 5a,b, — 5a,b, + 
+35b, 4 15a,b, + 15ajb, + 5a, b, — 5a,b, — 5a,b, — 5b°b, — 30b, + 5b, 
3 3 5 
[+ zd- b? + 3r(a,h? — bb, Zel 02 b + 6a,b° + 2b + 6bb, a 122 bb ЗЬ —6bb, ) + = É 
0 0 


L'amélioration des résultats en passant aux ordres supérieurs est surtout manifeste lorsque m > 1. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Estimation des racines pour quelques valeurs limites de 90 : 90-n/2 


Si 80=л/2, on a déjà indiqué les valeurs propres du probléme de Dirichlet (cas de la demi-sphére 
qui sont entiéres), on peut aussi raisonner à partir de la valeur des fonctions de Legendre associées 
en 0 qui est connu : 
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Pr (0) = sachant дие r(- n) =c n20 
d = a SAS +1) 





п 





Les racines sont les póles de la fonction Gamma 

DI pucr Жа = = ШЕЕ NN 
2 2 

< ¿,=m—-2(k+1) ои А„=2(К'+1)-т-1 

ФА, = т-2к ou А„=2К—-т-1 Vk,k'>0,k,k'e N 


On retrouve donc pour m=0, les valeurs propres 1,3,5... 








Estimation des racines pour quelques valeurs limites de 90 : д0 proche de zéro 


Dans ce cas on doit utiliser un autre développement en série des fonctions associées de Legendre 


à l'aide des fonctions de Bessel : 
. ( 9, .2( 9, \ 1 
J, (x) — Sin F J „a (x) — Sin SE SES = «00 |+ 


-sw( 2] 2 m+2 (X) - Z J, (X) + UN + 
1 6 


Eug _17х 11 _4 
ZEN Ді BE ROSE EEE 40) Lac 


коз) 


ауес х = ad 2) Posons t = sin ® | 




















AO 1460-3 J, a (x) — NS 
3142 37 
-t —J 2 PP SC 
=> Pr" (Cos( 0—1. 2 will" 5з) += о |+ 
263) PE CT He ví SË 
2 +£ Ë „О 60 J, (X) + 8 Jat) iac 
+ o(r) 
1,000,460 P Inz) =E Im |+ 
Pr" (Cos(9,)) =0 <> EH =0 
x 
ER 
+1 Ж 60 J mas ОО + 8 Jua) 3x WOEN ) 
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La première approximation des racines de l'équation transcendantale est donc fournie par le 
premier terme du développement s'annulant, soit les racines de l'équation avec les fonctions de 
Bessel : 


WEE =0— Pour т=0= HESE =0 


Soit x, la n — ième racine de J „(x,)=0 => aasin Z) = X, => À, = 20 


(A 

2Sin| —. 
2 
Pour améliorer ce résultat, on doit résoudre l'équation transcendantale suivante par 
approximation successive sur le développement en puissance det : 
.( 9 

t= sin ® | — On suppose х= x, + at + a,t” + at + at + OG) 
(m + 1) 


Xo 





Xo tq J m (xo) = 0 Ja Qi) =J mai 08) Jua Co) md J mai (Xo) 


Développement à l'ordre 1 de t 

x tq J,(x)-UJ, (x) = 0 J, (x) 3 U, (x) 

J,Q) = J,,(x,) + (x -xn (x) e (x –х,)7,'(х,) R -(x- x Од) 

J, (x) = J, (X) + (x A ЖЛ E) > J „ (œ) =Л„,(х,) + (x = 2535508) 

(x ч Xo 06) = tJ na (&))= 17 00) S (х x< XX a) + 47, (&))= J mai (Xo) 
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(кеже ТШ 


Xo 





X -t => X < X, — Í 


A l'ordre 2 de t, on a besoin des relations suivantes en exprimant toutes les fonctions de Bessel en 
fonction Jm. (x) : 














J „ (x) =0 J4 09) = —J,4 608) Јоу) = 22209 Je MED pms 
Xo Xo 
J mX) = — з „+ (Xo) = \ i s Um ы ШЖ 
Xo Xo 
Jua (X) = = Donde) I Joa (f) = É е. FS в 
Xq 35 Xo 
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Et les calculs se développent comme suit : 
Développement à l'ordre 2 de t 


x tq 1,000,460 P| 24,4607 32,0). -0 
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On donne ici le résultat lorsque l'on porte le développement jusqu'au 4ème ordre en t : 
(1=4m2) 
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Xp 


2 Xo 


1+ 





x XQ -t-t 


Lp] 217% ү 592m° + 40m -13 , 48m* + 6480m° + 28400m + 7720 
360 180x, 360х, 





xy піёте zéro de la fonction de Bessel J, (x) =0 
avec 
t= si) À, = = valeur approchée de P." (Cos(9, )=0 


Pour les racines des ordres т> О des fonctions associées de Legendre, nous avons : 


1, (4m?) 
6 Xo 


2 Xo 





х= ху—1—1 


04) 17x, ү 592m° +40т-13 , 48m* + 6480m° + 28400m + 7720 
360 180x, 360x," 





Si m EN = xy nième zéro de la fonction de Bessel J, (x) =0 


avec 9 x | 
t= sin 2) À, = F valeur approchée de P? (Cos(9,)) = 0 


А, € (0,1,2, m- 1]o E 





2t 

EE 

xx =f =p? *0 w 4т?) 
0 6 X 
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-17x, , 592m – 40m —13 , 48т* + 6480m? – 28400m + 7720 


Sim eN =j +t* : 
360 180x, 360x, 





xy піёте zéro de la fonction de Bessel J , (x,) =0 





ауес 9 x ; 
t= sin 2) À, = ES valeur approchée de Р (Cos(9, ) = 0 


Pour une valeur de 9,=л/12, т=0, voici Іа simulation pour les premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1,2 et 


4): 

Racine no 1 = 8.68121 !=0= -0.530836 1-1--0.0308359 1-2--0.000155068 !=4= -0.00170987 
Racine по 2 = 20.5832 !=0= -0.56232 !=1= -0.06232 !=2= -0.000306622 !-4- -0.000143993 
Racine по 3 = 32.5535 !=0= -0.595853 !=1= -0.0958528 !=2= -0.000467658 !=4= -0.0000407981 
Racine по 4 = 44.5394 !=0= -0.629813 !=1= -0.129813 !-2- -0.00063145 !-4- -0.0000200562 
Racine по 5 = 56.5312 !=0= -0.663931 !=1= -0.163931 !=2= -0.000796323 !-4- -0.0000141443 
Racine по 6 = 68.5258 !=0= -0.698126 !=1= -0.198126 !-2- -0.000961724 !=4= -0.0000124806 
Racine по 7 = 80.522 !=0= -0.732363 !=1= -0.232363 !=2= -0.00112742 !=4= -0.0000123957 
Racine по 8 = 92.5191 !=0= -0.766626 !=1= -0.266626 !=2= -0.0012933 !=4= -0.0000130053 
Racine по 9 = 104.517 !=0= -0.800907 !=1= -0.300907 !=2= -0.00145931 !-4- -0.0000139588 
Racine no 10 = 116.515 !=0= -0.835199 !=1= -0.335199 !=2= -0.00162539 !-4- -0.0000150983 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour une valeur de 0521/12, т=1, voici la simulation pour les premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1,2 et 
4): 

Racine n° 1 = 14.1446 !=0= -0.533304 1-1- -0.0333039 !=2= -0.000141903 !-4- -0.0000326839 

Racine no 2 = 26.3023 !-0- -0.571996 !-1- -0.0719958 !-2- -0.000337279 !-4- -0.000316919 

Racine по 3 = 38.363 !-0- -0.607966 !-1- -0.107966 !=2= -0.000515063 !-4- -0.000266655 

Racine no 4 = 50.3952 !=0= -0.643163 !=1= -0.143163 !-2- -0.000687524 !=4= -0.000219363 

Racine no 5 = 62.4152 !=0= -0.678031 !=1= -0.178031 !-2- -0.000857689 !-4- -0.000185246 

Racine по 6 = 74.4287 !=0= -0.712728 !=1= -0.212728 !-2- -0.00102666 !-4- -0.000160648 

Racine no 7 = 86.4386 !=0= -0.747327 !=1= -0.247327 1-2- -0.00119492 !-4- -0.000142456 

Racine по 8 = 98.446 !=0= -0.781862 !=1= -0.281862 !-2- -0.00136273 !-4- -0.000128653 

Racine по 9 = 110.452 !-0- -0.816354 !=1= -0.316354 !-2- -0.00153025 !-4- -0.000117953 

Racine no 10 = 122.457 !=0= -0.850817 !=1= -0.350817 !-2- -0.00169754 !-4- -0.000109514 


Pour une valeur de 9,=1/12, m=4, voici la simulation pour les premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1,2 et 
4): 

Racine no 1 = 28.5764 1-0- -0.491888 !-1- 0.00811154 !=2= 0.000346688 !=4= -0.0068959 

Racine no 2 = 41.8265 !-0- -0.55852 !=1= -0.0585201 !-2- -0.0000994765 !-4- -0.00473294 

Racine по 3 = 54.4471 !=0= -0.609048 !=1= -0.109048 !-2- -0.000394145 !=4= -0.00364662 

Racine по 4 = 66.8272 !=0= -0.653349 !=1= -0.153349 !-2- -0.000636513 !-4- -0.00297804 

Racine по 5 = 79.0862 !=0= -0.694489 !=1= -0.194489 !-2- -0.000853748 !-4- -0.0025217 

Racine по 6 = 91.2746 !=0= -0.733786 !=1= -0.233786 !-2- -0.00105676 !-4- -0.00218937 

Racine no 7 = 103.418 !-0- -0.771906 !=1= -0.271906 !-2- -0.00125086 !-4- -0.00193619 

Racine no 8 = 115.531 !-0- -0.809227 !=1= -0.309227 !-2- -0.001439 !-4- -0.00173678 

Racine no 9 = 127.623 !-0- -0.84598 !=1= -0.34598 !-2- -0.00162292 !-4- -0.00157562 

Racine по 10 = 139.699 !=0= -0.882313 !=1= -0.382313 !-2- -0.00180377 !-4- -0.00144269 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Estimation des racines pour quelques valeurs limites de 90 : 90 proche de n 


Pour cela on utilise maintenant le développement hypergéométrique suivant, dans lequel on 
suppose m non entier : 
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Cas m<0, et m non entier : 


Dans ce cas la première expression du membre droit : 

Tan"( Ê) зотан À) » œ T(- m) Tan"( Eef À A EE 
2 2 Г(А„—-т+1)Г(—=4„-т) 2 ын 2 

devient infinie, il faut annuler cette expression pour trouver en première approximation les racines 

de l'équation transcendantale. Elles correspondent aux pôles des fonctions Gamma du 

dénominateur en première approximation, soit : 

T(1,-m+l)=0—1,-m+l=-keÀi,=m-k-1 keN 

Г(- л, -m)2o > A -m--k <А, -k-m keN 





Pour obtenir une approximation de degré supérieur, on annule le membre droit de l'égalité, soit : 
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Et selon L.Robin, par commodité d'écriture changeons m en -m, soit à rechercher les solutions 
pour m>0, cette fois-ci : 
T(m) 


-m| B 
FO mara) ^ (2)r [- 2,2, +1;1— m; Sin (2 ))- 
OEM cos 8.) E А„,А„+11+т; Sin? (2)) 


T 

















F| —AÀ,,AÀ, +1;1+ m; Sin (2) 
1 kura т—А„) [- 2 
= ——— = Tan 
Sint) Š 2 Tím) < A A, + ll — т; Sin d 
2 
1 T(4,-m+1),. A E: 
Comme m1) = Sin((m — 2, ki 2)Г(1—2)= SE 


F -A A + 11 + m; Sir 
Tat. +т+1) Sin(A,z) 


B 

Г 2 
T(m)F(A, -m+1) Соз((т—А„)х) d à vu gel Ë ) 

Ge? 3 ? 2 





< Tan((m — 4, x) = Tan" e | 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


m est ici positif, l'angle B, complément de 6, à n, est très petit, donc la tangente Tan(B/2) peut être 
remplacée par 8/2, les deux séries hypergéométriques tendent toutes deux vers 1, et le membre 
droit de l'équation peut étre confondu avec sa tangente, il vient : 
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En itérant une fois cette équation on trouve le premier ordre d'approximation des racines À, : 
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Solution en deuxième approximation de Р," (Cos(9, ) =0 avec т> 0 








On note avec ce résultat que l'approximation est moins avec les valeurs К plus grande., soit les 
racines successives croissantes. 


Cas m > 0, т entier 


Lorsque m est un entier, il existe une formule qui relie les deux fonctions de Legendre associées 
d'ordre opposé : 
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Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Cas m > 0, m non entier 


Lorsque m n'est pas entier alors c'est le second terme du membre droit de l'expression de départ 
qui devient infini, et qu'il convient d'annuler, soit : 
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En première approximation on a donc bien les valeurs А„=К entier quelconque. Pour obtenir une 
approximation de degré supérieur, on annule une fois de plus l'expression du développement de la 
la fonction de Legendre en fonction de la tangente , comme suit : 
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En réalisant les mêmes approximations qu'avec le calcul т<0, soit l'angle 6, complément de 9, à л, 
est très petit, sa tangente Tan(6/2) peut être remplacée par 6/2, les deux séries hypergéométriques 
tendent toutes deux vers 1, et le membre droit de l'équation peut être confondu avec sa tangente, 


il vient : 
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Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On trouve donc finalement pour т> 0: 


2m 
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Pour m=0 (soit le cas de la fonction de Legendre de première espèce, on applique un 
développement donné dans l'ouvrage de Louis Robin : 
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Soit finalement en deuxième approximation : 
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Illustrons par quelques valeurs numériques. 


= А, = k+ 











Pour une valeur de 9,=17л/18, m=-1.6, voici la simulation pour les premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1) et 


l'écart A1entre ces deux approximations: 

Racine no 1 = 1.60235 !=0= 0.0023511 !=1= -0.000126691 A1- 0.00247779 
Racine no 2 = 2.60919 1-0- 0.00919252 !-1--0.00121419 A1- 0.0104067 
Racine по 3 = 3.62181 !-0- 0.0218134 !-1- -0.00524399 Л1= 0.0270574 
Racine по 4 = 4.64058 !=0= 0.0405753 !-1- -0.0153434 A1- 0.0559187 
Racine no 5 = 5.66517 !=0= 0.0651684 !-1- -0.0354852 A1- 0.100654 
Racine no 6 = 6.69494 1-0- 0.0949355 !=1= -0.0701365 A1- 0.165072 
Racine по 7 = 7.72911 !-0- 0.129114 !=1= -0.123996 Л1= 0.25311 

Racine no 8 = 8.76697 !=0= 0.166974 !=1= -0.201844 A1- 0.368818 
Racine по 9 = 9.80787 !=0= 0.207875 !=1= -0.30847 Л1= 0.516345 

Racine по 10 = 10.8513 1-0- 0.251279 !-1- -0.448656 A1- 0.699935 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour une valeur de 9,=17л/18, m=1 ou -1, voici la simulation pour les premières racines de 
l'équation transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement 


supérieur (0,1) et l'écart A1entre ces deux approximations: 
Racine no 1 = 1.01453 !=0= 0.0145328 !=1= -0.000698044 A1= 0.0152309 
Racine по 2 = 2.04054 1-0- 0.0405352 !=1= -0.00515741 Л1= 0.0456926 
Racine no 3 = 3.07482 1-0- 0.0748162 !-1- -0.016569 A1- 0.0913852 
Racine no 4 = 4.11495 !=0= 0.114946 !=1= -0.037363 A1- 0.152309 

Racine no 5 = 5.15923 1-0- 0.159231 !-1- -0.0692324 A1- 0.228463 

Racine no 6 = 6.20652 1-0- 0.206517 !=1= -0.113331 A1- 0.319848 

Racine no 7 = 7.25601 !=0= 0.256014 !=1= -0.17045 Л1= 0.426464 

Racine по 8 = 8.30717 !=0= 0.307173 !=1= -0.241138 A1- 0.548311 

Racine no 9 = 9.3596 1-0- 0.359605 !=1= -0.325785 A1- 0.685389 


Pour une valeur de 9,=17л/18, m=1.6, voici la simulation pour les premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1) et 


l'écart A1entre ces deux approximations: 

Racine no 1 = 1.00052 !=0= 0.000523983 !=1= -0.000011308 A1- 0.000535291 
Racine по 2 = 2.00445 !=0= 0.0044545 !-1- -0.000363125 A1- 0.00481762 
Racine по 3 = 3.01351 1-0- 0.0135082 !-1- -0.00232112 Л1= 0.0158293 
Racine по 4 = 4.02859 1-0- 0.0285873 !-1- -0.00834785 Л1= 0.0369351 
Racine no 5 = 5.04974 1-0- 0.049745 !=1= -0.0219526 A1- 0.0716975 
Racine no 6 = 6.0765 !=0= 0.0764966 !-1- -0.0473446 A1= 0.123841 
Racine no 7 = 7.10812 !=0= 0.10812 !-1--0.0891085 A1- 0.197229 

Racine по 8 = 8.14385 1-0- 0.143855 !=1= -0.151988 A1- 0.295843 

Racine по 9 = 9.183 1-0- 0.183002 !-1- -0.240773 A1- 0.423775 

Racine no 10 = 10.225 !=0= 0.224963 !=1= -0.36025 A1- 0.585213 


Pour une valeur de 052271728, m=0, voici la simulation pour les premières racines de l'équation 
transcendantale, avec les différences par approximation d'ordre successivement supérieur (0,1) et 


l'écart A1 entre ces deux approximations: 

Racine no 1 = 0.171513 !=0= 0.171513 !=1= -0.00206017 A1- 0.173574 
Racine no 2 = 1.23469 1-0- 0.234693 !=1= 0.0611191 A1- 0.173574 
Racine no 3 = 2.28625 !=0= 0.286247 !=1= 0.112673 A1- 0.173574 
Racine по 4 = 3.33301 !=0= 0.333006 !-1- 0.159432 A1- 0.173574 
Racine по 5 = 4.37715 !=0= 0.377147 1-1- 0.203574 A1= 0.173574 
Racine no 6 = 5.41965 !=0= 0.419653 !=1= 0.24608 A1- 0.173574 
Racine no 7 = 6.46105 !-0- 0.461051 !=1= 0.287477 A1= 0.173574 
Racine no 8 = 7.50165 !=0= 0.501655 !=1= 0.328081 A1- 0.173574 
Racine по 9 = 8.54167 !=0= 0.541668 !-1- 0.368094 A1- 0.173574 
Racine no 10 = 9.58123 1-0- 0.581227 !-1- 0.407654 A1- 0.173574 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Valeurs propres du problème de Neumann sur le cône sphérique pour des valeurs moyennes de 


l'angle d'ouverture л/6<90 <5л/6 


Selon la méthode employée dans l'article de MacDonald, ce sont deux articles quasiment 
introuvable du mathématicien indien Bolanath Pal, parus en 1919-1920 dont voici les références, « 


« On the Numerical Calculation of the Roots of the Equations P"(u)=0 and d P"(u)=0 
n du n 


regarded as Equations in n. [Part I, Part 11] >, Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, 1919- 
1920. Les deux articles donnent la solution approchée des racines des dérivées premiéres des 
fonctions de Legendre associées . Pour établir une valeur approchée des racines, les articles tirent 
partie d'une formule reliant les dérivées des fonctions associées de Legendre 
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Ici nous choisissirons de développer sur des ordres négatifs à l'instar de l'article MacDonald.En 
utilisant la formule donnée précédemment pour le développement des fonctions associées 
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Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On peu aussi écrire l'expression comme suit : 


(uj — 15⁄4 ^. (Ho) = 








Säi 2? т^ z] 24,8, cos[ (2, AN mZ z) 
5 2 E Sat 2 2 4 

| (12 -4m Ys? äech: (2p -1Y - 4m). 

M NC 


T Y coz, + = y. m 5 (2р + a _ 
x 











2 


2À, Hg 2р+1 л л 
n À SET 
messo "t7 y. "2 (2р+ H 


En développant à l'ordre p=1, cela donne : 
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En utilisant le fait que Cos[x]--Sin[x-n/2], c'est le début du développement donné dans l'article de 
Pal Bholanath, en changeant m en -m puisqu'il choisit développer des ordres positifs. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En première approximation la formule s'annule pour les racines de grandes valeurs telles que : 
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Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


D'abord développons le cosinus dans la sommation, ainsi que SI - (2m +) en fonction 
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Xem À, САС +06, - Qm + Z * kale " SI +10, - Qm + Z ` bien) 
2° р\(х + 2)(х +3)-.-(х+ p 4 1)Gsin(0,)) 
Cos ( їй rie dE ju sin (x рны ` ban ) 
_ (12 -4m 32 – ат)... äs -17 = Aach 
| Conf 0 - (2m +1)— Z )Cos( pp +0,)+ Sin x8, -(2m+1)2 ` ben +0 J 


m 2 p!(x + 1)(x + DEER р\(25їп(Ө, ‚))” 


(1+2x) «(P -4m {32 — 4m2).--((2p -1Y - 4m jcos(pp) 
Ho 1+ > 2 ë p 

2(x +1) c 2” p'(x+2)x+3)---(x + p+1X2Sin(0,)) 

EA ES (P= u E Am! (2p —1Y -4m?)Cos(pB + 0,) 
Ss 277 р\(х +1)(х + 2. Let p X2Sin(0,))” 

чү —4m „ыз 4т zs (ор —1) =4m? JSin(pB) 

<i 2??р\(х+2)(х+3)---(х+ p+1)2Sin(0,)) 

i (ë= am? Xe - TRODDE Am? sim pB+0,) 
SC 2?” р\(х + 1)(х + 2)---(х + р)(2.5їп(Ө,))” 

Il vient alors une forme similaire à celle trouvée dans l'article de MacDonald : 


su +1)0, - 2m + Dz) x 
Cos (x +16, Det ) ` D(x) 


























<> Cos (x +1)9, -(2m + D: 





SX 
[em 
+ 
N 
ы 

М 








= sin (x +D0, -(2m + DZ) 














(1+2x) [, $ (P -4m Y? —4т?).-(0р-1/* —4т)Соз(рВ) 

2(x +1) AL > 2?” p(x + 2)(х + 3)---(x + p +1)(25тп(Ө,,))” | 
«(P - Am Di — ат? }.((2p -1) — 4т°|Соз(рВ + 0,) 

— Cos(0;) > 22” р(х + 1Xx e + p)OSin(0, y 

(1+2x) „ 3 - Am Y? - Am än -1Y — 4m? )sin(pB) S 

2(x+1) ° 2” pl(x+2)x + y (x+ p+ x Is 

| «(P — 4m Ya? — Auch, än — 12 — Am? )Sin( pB + Ө,) 
+ SE > da I(x + т) + 2 (x t py2sin(0, y 
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On fait alors apparaítre la valeur xo, soit dans cette première forme de développement, comme 
suit : 


Sin C +1)0, -(2m + Dz) 
Co (x «18, -(2m + DZ) 


=> (x =x„ J), 7x6, -7 (4k +2m +3) => (x +1= x), = (x+ 1} -(2m+1)7 -a(k +1) 





3 
= Tanl (x +1)9, -(2m + DZ) ауес x, = Z [x +m+ z) 


Comme la tangente est définie à un nombre kn près, l'équation transcendantale des racines 
devient alors pour la première forme : 


Tan(x+1- x,),)= EN UD еы) 








Cos(pB +0,)= Cos (P 1)8 + =) =-Sin((p —1)8) 
pB+0,=(p-1)B +5 = 
Sin(pB + 0,)= sin (p -1)8 + d = Соз((р-1)8) 








Cos(0,) , (1+ 2x) е (9 SS (Ú - 4m o? ат?) ((2p-1) — 4m? )соѕ(рВ) 
, 2(x-1) 2(x+1) сой > 2?” p(x + 2)(х +3)---(x + p + 1)(25тп(Ө,))” 

$ (12 -4m Y =4m2).--((2p — 1 =4m? )Sin((p - 07) 

21 2°? р(х + Vx + 2)---(х + p X2Sin(0,))” 
_@+2х) е (9 gelt = 4m?)3* —4т?)..-(0р-1// —4т° leg), 
2(x +1) Соз, > 22° pl(x + n 3)---(x + p + 12Sin(0,))" 

| ка (P =4m? Ya? - Am?)--(2p — 12 -4m Cos((p —1)8) 
СОЗ EE ER ` + TE + pXasin(8, y 
Donnons l'expression des développements dans cette premiére forme pour p-1 : 
DEE Ee 22 Cos(B)- Sin(8,) _Sin(B)= Cos(6,) 

os(6, +2x ? — Am! JCos( B 

NE) =- F. К ` А Ge — J Cost) KL Ñ SE 
Cos(0,) u (1+2х) (12 – 4m? Соз(Ө,) 
2(x+1) 2(x+1) — 8(x+2) 

_ (1+2x) P —4m° JSin(B) — I? — Am! )Sin( B + 0,) 
ME costo E г da au Ce ac 
(1+2x) (1? =4m?*)Cos*(0,) „ _ (1? —4m°) 
2(x+1) 8(x+2)Sin(9,) ^ S(x-1)Sin(0,) 























=> N(x)= 











= D(x)- Sin(0,) 
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Choisissons maintenant de développer à partir de la même expression de départ le cosinus de la 
sommation | ainsi que Cos ( +1)0, — (2m + Dz) en fonction des deux expressions: 
со x0, -(2m + DZ) et sin x6, -(2m + DZ) ‚ il vient une expression similaire à celle de l'article 
de MacDonald : 

со xo,- (2m+1)Z dE )- SÉ -(2m+1)= dE ) 

(1+ 2х) (12 — Am? a? – 4m2)--- (2 p —1Y - am )x 

x Conf 0 — (2m +1) T ele -0,)+ sin x0, - (2т +1) T aer: Ө J 


2?” р\(х + 2x +3)-: (x + p +1)(2.5їл(Ө,))” 














Cos xo, —(2т+ DZ) + 
(12 — An? 32 – дт)... äs — U = Aach 
x IER (2m +1)— Z \cos( pB)+ sin хо, —(2m+1)— = smi) 


2?” р(х + 1)(х + 2)- . (х + р\(25їп(Ө, SIE 


(1 + 2x) aT " V (e — ат? (3° — 4т?) }-(2» -1) ? _ Am? os( pB –0,) 
2(x + 1)" de (6) > 22? р\(х + p: + SC (x + p + 12Sin(0,))” | 
1- $6 cant ат). (20-1) -4m costo) 

seet 2?” р(х + 1Xx + 2)- (x + аша y 
(1-- 2x) (1+2x) 4 (P -4m 2? - Am? (2p - 1 — Am? ]Sin(pB -0,) 
ln ne)" EE 3) pe ESPN 

° 4 SES (2 — 4m? Yo? - 4m2)..-((2p U - 4n? in(pB) 

<i 22 px +1)x+2)---(x + p)OSin(0,))” 











+00 
D» 
р=1 








e Cos хо, – (2т + (éi 











u, Si 














(1 + 2x) 5s 2 = (12 — ат? з? — 4т?) Isles 1) ат Соз(рВ –0,) 
Elle (0) > — RAR CH n(0,)) | 
À л SC (2 — 4m аса 4m? k —_ 1) -4m° s(pB 
Sin хо, -(am+1)Z) TEE 








os x8. (om < ҮЗА] су. (12x). SP - Am Di - Am )-- (2p — 1 – Ат? Jsin(pp — ө, 
5 ( KE J Ge + ) u Sin(0,) C + à D | 227 bi + véi À . TE D + а ) 
Б> (12 - 4m2)3* – ат)... (ор-1) - 4m? )Sin( pp) 

c0 2??р\(х+1)(х+2)---(х+ p)OSin(0,)) 
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Si l'on présente l'autre développement comme suit : 
5и xo, = (2т + у 


—> = Tai 0 - (2m + y) ауес ху = z 2k +m+ d 
Cos x0, -(2m+ DZ) 9 

T T T 
= (x =x, )9, = х0, - 74 (4k +2m+3)= (x =x, )9, = x0, -(2m+1)7 dell 
Et pour cette seconde forme développement, on obtient : 


Tanl (x x9, z )= е) иб) E 


2 





— Соз(рВ-8,)= Cod (p+1)8 =Z |= si + D) 
рВ –0,=(р+1)8 - = 
+ (sama ays SIE me 3 = -Cos((p +1)8) 


























(1+ 2x) «(P -4m Ja? — Am?) län — 1Y — 4m? Jsin((p +1)8) 
wuer [ce EE e a) 
<= (12 _ ат fy! — An" : (ор — 1) — 4m os(pB) 
Sa 2?” р\(х + Vx + 2)---(х + pX2.Sin(0,))” | 
@+2х) son, (1+ 2х), el - Am ot – ат?) (2р1) - 4m" Jcos((p 8) , 
b()- Ge je Sr 2x +1)" 2 2?” р(х + 2)(x +3) (x p + 1\2Sin(0,))" 
E m — 4m dE - Am) (2p -1y - Am? kint sp! 
"E, 2?? р(х + 1Xx + 2). . (x + р\(25їп(Ө, у” 


Les développement restreint à p=1 donnent : 








jub ste S B SE Cos(B)- suy Sin(8)= Cos() 
E, | CGR tt 
(1+2x) (P =4m?)Sin(B) (%+2х) (Ú - оз(28) 








= Sin(0, 
= ы) O түлө ee SE ў, 
Pour retrouver les développement де Bholanath Pal, оп remarque qu'il utilise Іа variable хо, ог nous 
avons ici : 


Tan (x x0, z) = Соап(х—х,)0,)= МЕ) = о) 














= 
= х _ р(х) Цо) Aves M(x)=-N(\x 
=> Тап((х 0. N(x) M(x) L(x = D(x) 


Avec : 


M(x)- 
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(14 2x) | +< (P =4m? X? =4m? }--((2p -17 — 4m? JCos(( p +1)8) 
Hx 1) Joan P > “ 22” E- T mk k SC S E ay | 
pS (12 = 4m [= 4m 2} (2p -1 1) — 4m? Jsin(p) 
SCH 2?? р\(х + Mx + 2)---(х+ SE y 
m $ D- 4т dcm 4m 2}: (ор Е 1) — 4m’ os(pB) 
Fe 2° р\(х + 1)(х + 2)---(х + p)2sin(0,)) 
(1+ 2x), ir $ (12 — 4m2 32 Aach, än -1} — 4m? )Sin((p + ei 


2(x+1) ° c0 2??р\(х+2)(х+3)---(х+ p+1)2Sin(0,)” 











Les développement restreint à p=3 donnent maintenant : 


B+0,=Z=> 





_|[2(х+1)'° 


Cos(B +0,)= 0 | | 
2 É +0,)=1 Cos(B)= Sin(0,) Sin(B) = Cos(0,) 


ps Am (1? - 4m? )Cos(28) | (P - 4m X? - 4m? Jcos(38) 
(1+2x) 





Ste 2X25in(0,)) Zeite 3X2S0(8,) ^ 


(12 —4m 2 — 4m dÉ — 4m °)Соз(48) 
2231(x + 2)(х + 3)(х + 4X2Sin(0,)) 





‚_(°-4т°)5т(8) | (P -4m?)3*=4m?)Sin(2B)  (Ё—4т°з° — 4m° {5° — ат? Jing) 
27 (x-1)2sin(0,) 2??2(x-1Xx«2)2Ssin(0,)) ^ 2*?3 (x1 x + 2)x+3)X2Si(0,)) 


|. A - 4m Jcos(8) | (Ú - 4m X — ат )cosQp) | (1? — 4m° (3° — 4m? (5° — 4m? XCos(38) 








2?" (x + 12sin(0,)) t» 221(x + 1x + 2 )2Sin(0, UE i 2??3Y(x + 1Xx + 2) (x + 3X2Sin(0,)) 
uos (2 4m° )Sin (28) | IC -4m Je - 4m sinB) | 
(2x be 2^(х + 2)(2,50п(0,)) 22221(x + 2Xx + 3)25in(0, )Ÿ | 








X1) (12 - Am Ys? — Am Yo? -4m?)Sin(48) 
2??3(x + 2x + 3Xx + 4)(25їл(Ө,)) 
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On pose maintenant les variables suivantes : 
m IC —4т?) zg) 
b =— C. b, = 
— E S Ce) 
п, (2 - 4m?) Cos(2 p) (P =4m?*)3? -4m°) sin(28) 
b, = 2 n b, = 4 E 2 
2 2 (2Sin(0,)) 242! (2Sin(0,)) 
p, = Ho (2 -4m {3° — 4т?) Cos(3B) 
i; = 














_ (P -4m br - Am 05° — 4m) Sin(38) 

































































2 2421! (2Sin(6, )) 2*3! (251п(0,)) 
p = Ho [É -4m o? —4т° X - ат?) Со(48) , _ (P - Am X – ат X5? —4т° XP — ат") 5т(ар) 
2 23! Daaf ` 2*4! (2Sin(6,))' 
кү (12 -4m Y? – дт)... än 0 ат?) Sin(pp) 
xs 22? р! (2Sin(0,)) 
(2 äech - 4m? Län — 1 - 4m?) Cos((p +1)8) 
CET 2° p! (2Sin(0,)) 
@+2х) b +— + e + 5 + 
z GE (x +1) ' (x + 2) (х + 2)(х +3) (х + 2)(х + 3)(х + 4) 
+ E + b, + Д + 
(х+1) (x +1)(х +2) (x +1(х + 2 x3) 
__ Ho œ _ (P -4m2) Cos(B) 
dire IU due Da) 
— as (P -4m) Sin(28) — _ (P-4m {3 - 4m) Cos(2p) 
BE 2 н а= 4 ; 2 
2 2 (2Sin(0,)) 242! (2Sin(0,)) 
_ m (P - Am? {32 -4m) Sin(3p) (P - Am X? - Am fS? – ат?) Cos(3B) 
ds = 7 G = 6 ; 3 
2 252! (2Sin(0,)) 2*3! (2Sin(0,)) 
q _ Ho [É cam 32 -4m Js =4m*)_Sin(4B) (ат) ат YS - Am Xr – ат") Cos(48) 
EE. 253! Qsin(8))  ' 254! (2Sin(0, IP 
as ko (2 -4m Y - Ane) (ap -1Y -4m?) Sin((p + DB) 
AU 2°? p! (2Sin(0,)) 
EH (1 - Am з? - Auch. JD _ 1) — 4m?) Cos(pB) 
á 2°? pl (25in(6, ))" 
1, UE 2x) darts ou а; 
d = (х +1) (х +2) (eso a) рау" 
а, а; 
жы бола" EST E ESCH 
E L(x) ) 2b _ ш51п(0,) _ Cos(0, )Sin(0,) 
De plus Tan((x ^ x,)0,)= MG) Ge 24, ТСС (0, me SC (0) = Cotan(0,)= Tan(B) 
Ce sont les deux formes données dans l'article de Bholanath Pal : 
цх)- b +h (1+2x) , b +b(1+2x) , b, +b;(1+2x) И b, + b,(1+ 2x) 
Е (х+1) (x+1Xx+2) (x+1Xx+2Xx+3) (х+{х+2)(х+э(х+4) 
м(х)=1+ & +Ф@+2х) , а, a (1 2x) a, + a;(1 + 2x) a, + a, (1 + 2x) 





(x +1) (x+1x+2) (x+1Xx+2Xx+3) (x+1Xx+2Xx+3Xx+4) 
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L'équation transcendantale est alors développée en ordre de x croissant, x étant directement lié à 
la valeur des racines supposées importantes. Supposons que l'on envisage un développement 
inverse d'ordre 3 sur la variable x. Numérateur L(x) et dénominateur M(x) étant minimum d'ordre 
0, il faut les développer tous deux à l'ordre 3, et dans ces calculs, les résultats divergent de l'article 
original de Pal car nous séparons nettement les expressions de même ordre inverse 1/(x+1) , il 
vient : 

Lx) = b, + b (1 + 2x) E Ь,(1+2х) , b+ Ь,(1+2х) x b, + b, (14 2x) 

(x + 1) (х + 1Xx + 2) (x + 1Xx + 2Xx + 3) (х + 1Xx + 2)(х + 3)(х + 4) 





























SIOR b,+b(2+2x)-b E b, + b,(4 2x) - 3b, „ be 4 b,(6 + 2x)— 5b; LÀ +b (8+ 2x)- 7b, 
(x +1) (х 1x +2) (x +1)(х + 2)(х +3) (х 1x + 2)(х + 3)(х + 4) 
b,=b +2b, b,—3b,+2b b, — 5b, + 2b b, — 7b, + 2b, 

L z2 2 Т 3 4 3 5, 6 5 y 8 1. 9 

RE Gel  (x«1Xx42) (1066203) 10 20 За) 

b,-b +2b, Ь,-ЗЬ + 2b b, — 5b, + 2b b, — 7b, + 2b 
L z2b 1 2 1 3 4 3 5 6 5 7 8 7 9 
Se [ `  2b(x+1) PP 
Mile) & tm 23) , a, (1022) , a, + a;(1 + 2x) 6 a, +а,(1+2х) 
x x x x x x x x x x 
(х +1) (х+1(х+2) = (x+1)(x+2)x+3) (х+1\(х+2)(х +3)(х +4) 
a,—a+2a, а, – За, + 2а a, – 5а, + 2а 
М z1 2 2 1 3 4 3 5 6 5 7 

ыы Gl Gale) Gi) 

а a, — a, + 2а, d, —3a, + 2а; a; — 5а; + 2a, 

ЕЕ 5 een en бошу EE 

1 1 1 
а, — a + 2a a, — За, + 2a а, – 5a, + 2a а, — 7а, + 2а 

Р А = = 1 3. 41 4 3 5 Ass "6 5 7 A 2-28 7 9 

fra uunc Е тб чак кс = (1+2a) 

p = b: — b. +26, _ b —3b+2b > _b -5b,+2b, p _ h -7b,+2b 

| 2b, Í 2b, : 2b, и 2b, 
1+ e + + Ps + В, 
sik L(x) 2 2b, (x4 1) (x 1 x +2) (x +1)(х + 2 x 3) (xc 1x 2)x + 3)(х + 4) 
M(x) 1+ 2а, 1+ А, Ejs 4, À, A, 





(x+) (x+D(x+2) (x+1Xx+2Xx+3) (x+1)x+2)x+3\x+4) 





Zd 4, + 4, + is 
(EUR ECHTER 
(Qu A 244 з 
V?(x)= (x+1Y (x+1)(x+2) ) 





avec 
Zei 1 
P (x + 1) 

A z A, x A, " 
x41) («+105 +2) (x +1)(х + 2)(х +3) 
A? 244, A 


G+ ` (x+1Y(x+2) GE 
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Dans ces conditions il est plus simple de développer les expressions obtenues, comme suit, et en 
usant de notation similaire à celle de MacDonald : 


С + Pi + 2, + Es ) 
L(x) 2b, (х + 1) (x Tx + 2) (x + Tx + 2 Xx+3) 


M(x) 1+2a, t | D erit > ЖЕЕП A, |: 4 244 А? | 
(х +1) (x+1)(x+ 2) (x+1)(x+2)(x+3) (x +1) (x +1) (x +2) (х +1) 

















B-A А -AB А BAS В,— А, 24,4, – AB, — А,В, 
1+ + + + + 
L(x) т, 2Ь, (х +1) (х +1) (x +1) (x+1Xx+2) (x +1) (x +2) 
M(x) 1+ 2а; В, — А, 
+ 
(x + 1)(х + 2)(x + 3) 
L(x) C c c d d e 
= Т, 1 1 2 3 2 3 3 
^ Ms) op] UU) (s+. (Gee (х+1Йх+2) GG). cupiam 
q-B-A4 c-A -AB, c=AB-A d,-B,-A, d,-2AA,- AB,- А,В e = В, – А, 
L'expression de l'équation transcendantale prend alors la forme suivante en développant au 
troisiéme ordre inverse en x, et en groupant les termes de méme ordre : 














C 


fonus к e PREE и) tel que a, = Tan(B) SE SCH 
x 


M(x) 





C d, a; “бы „+ d, " е, 
(x+1Y. (x+1Xx+2) ° (x+1) (x+1)(x+2) (x+1)(x+2)x+3) 
Appliquons la formule de Lagrange qui donne le développement d'une fonction analytique 


quelconque f(z) autour d'une racine de l'équation transcendantale : 
Equation 2= z +uF Es Développement de ` f (z) autour de z, 








Q, = 





faf) x= (поо РТР е. йе, 


k! = 





ess 0 


Е(х) = Arctan(U(x)) f(x) x= x= x, + Gen Z ` Laretan(u ў | 


10, k! ar 


t=xo 


1 Е Arctan(U (x,))U'(x,) 





k=1— pe" k=2 > — À Í Arctan(U OF | 














210). dt es 09 Uy) 
4 = 3 ә —— 607 a E^ aret (Gell |. = 
_ Arctan(U (x, урби" Go [1 —U (x,) Arctan(U (x, ))] +U"(x, 1 +(U(x)) )Arctan(U (x, ))} 
20, (1+U(x,)?) 
Soit la série х= x, + deg Arctan(U (x,)) Cl ; 
6, 0, 1 + (U(x,)) 
Arctan(U (xo)) Бо" DY [— U(x,) 4rctan(U (x,))| + U"(x, y +(U(x,)) )Arctan(U (x, yl es 
20, (L+ (UG) J 


De plus si lU (x, ) «1 Arctan(U (x,)) -U(x)- „о, )) + s (UG) + 
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Il vient donc le développement formel de l'approximation avec les dérivées successives de 
l'ArcTangente. En effet on ne peut utiliser le développement simple de ArcTan[U(x)]-U(x)-U(x)/3, 
car U(x) n'est pas de faible valeur : 

Tan((x — х,)0,)= «(1+ a, + o. + o) 2 U (x) 


1 1 








=> А, = ` + Xo + q, rcr o). + xc aretanU O] ` += 36; dë Aretan) | 
Soit As Е +X, + L shua (x, ))+ Arctan(U(x,)) U'(x,) г 
NEN. 6 UG) 
ата 10) LU") 1) Arctan(U (xo))|+ U" Gs) + (U) Aretan) 
20, (1 + (U (x, ) J 


Mais on peut développer l'ArcTangente autour de Tan(6) comme suit : 
U(x) = a, (1 ta +G, +a,)= Tan(B)+ a, (a, +G, + a.) Z; = 0t (z — z, )= ala +G, + a.) 


De plus a, (a, + a, +a,)<<1 puisque en ordre inverse de x, 





d l d -2z 4? 32° —1 

——АгсТ‹ =—— — ArcT. — ArcT. Jas 

E rcTan(z) Xm m rcTan(z) = (zy s 3i FE rcTan(z) - ( = 2j 
d (z-zy d? (2–2,) d? 

= ArcTan(z) R ArcTan(z, )+ (z =Z = ArcTan(z, )+ = ArcTan(z, ) +—— ArcTan(z,) 
dz 21 dz M dz 

— ArcTan(U(x)) N АғсТап(Тап(В)) +% (a, za 2284 a) % (о, ОРА y + EN = 1) (о, X AF Hs i 

1+% ( +a, 3 ( +a, 


Ce qui donne les approximations suivantes restreinte à l'ordre inverse 3 : 





2 
= атаи) p ter) ms (eoa) ao на A 
1+@, (1+ aJ 3(1 + œ? Ï 


U(x) = ad, + a, (a, +G, + a.) U'(x) = aœ, (a, на!) ordre inverse 2 


[0404 AÂ, Œœ 
[^ + s jaa 00041 E + < aue, |+ paya, 











! 1+a 1+a 
Arctan(U (x)) CG) St ; 9 = б ; 
1+(U(x)) 1+2, (I+ +а, +a) 1+0, (1+a, + &, +a) 
2 
Restreint à l'ordre inverse 1 A 5 x 1 я 1 — 7z 1 SE 2% El 
1+4, (+a) 1+a, 1+ 2% a, l+, 1+ o, 
Lie, 








1 2a, a, 1 А A а, a'a ) 2 Во, aa, 
a o p Wu m 1+ a F pa Ao" 1 2 1 2 = 2 plaa +00, )+ 2 
° 0 


+G 1+, I+ a 1+ (i-o f 





Arctan(U(x)) То) St Blaa, аа; ') “Ë у (1 -2pa, ола! 
1+ (UŒ) 1+ œ +a) 
Ce qui donne finalement le développement : 


2 
Е =+ x, + à L - аа, ` 23 @) ( La (a? + 2a,a,)+ a? CH Si 


И 1 аана), auteur) 
0 2 
0 


1+ Co (1 + a, 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On va maintenant donner les développements aux ordres croissant de t=1/x, en repartant des 
expressions originales de L(x) et M(x) : 









































а-а +20 „_а-3а,+2а, „  a,—5a,*2a, а, -Qp-Ya, s +204 
'  (1+2a,) : (1+2a) | (1+2а,) Р (I+ 2а,) 
B = b= à +25 g b = SCH 27 2Ь, B, = b,, -(2p- е +20, 1 
1 1 1 1 
1+ а + 2 + B, Tee B, 
L(x) = 2b, (x +1) (x+1)(x +2) (x +1)(х + 2 x +3) (xe Vx + 2)---(х+ p) 
M(x) 1+2a, E ss A, А А, ТЕ А, 
(х +1) (x+1Xx+2) (x +1)(х + 2)(х +3) (x e Vx + 2)---(х+ р) 
j, 78 t? B, " TH d B, 
o1 __ Lx) (+r) (1+т)ї+2т) (+rX1+2rX1+3r) (1+т)(1+ 2т)---(1+ рт) 
T =-=> = Tan(B) A 3 4 
x M(x 1+ T À " тА, 2 тА BEEN p 
(+r) (1-2) 1-2c) (121 2r X1 37) (1 12-22). (I+ рт) 


II est maintenant facile gráce à Mathematica de donner une expression du développement à un 
ordre quelconque de т, voici celui à l'ordre 3 en angle et т: 


ш, (E — 4m X? — ат)... (2р1) - 4m? ) Sin((p +1)8) 




















REITER = 2 2°? p! (2Sin(0,))” 
(12 -4m Ya? =4m2)---((2p E - 4m?) Cos(pB) a, - (2p - a,, , * 24;,. 
Фр 2р š р pec 
2°? p! (2Sin(0,)) (1+ 2a,) 

he ë (2 — ат з? — Am!) . (ор — 1) — 4m?) Sin( pp) 

Y 2” p! (25in(0, ))" 
uu (12 -4m 8? – 4m2).--((2p -1} — 4m?) Cos((p - 8) gb, Dë UA 

uU 2?^ pl (25п(0,)))  " 2b, 


as enm) B=7-9 a, = Tan(B) 











0, 2 
B+ 1 5 Ba, (4, - B.) + ra, В, — SN ES Ba, AB Í. a) 
ah. +a, ) (+a, 1+a, 
1 1 
ge à = ¿, = — + X, + à, bia, — B, + B, – AJ + a) —3(A,B, + АВ, 1 - ay): 


+ Cer ЕД 64B a? = A x a? )+ GAB, Е Bo H E за? )+ 
+, 


+ 6(4,4, - a, BB, y + ag) 











$ 1 т? Ba, (4, -B),5 a, (A, - B) (2a, -1) 2 Bo, (A? - AB, +В, sa) + 
(ra) 1+a, Io, 
3 2 
T a 
3 p 5 (A B) 
Ө, (1 +0, ) 
Quant aux résultats de Bholanath Pal, dans leurs formes < originales >, ils sont partiellement repris 


dans un article de 1950 de P.A.Carrus et C.G.Treunfels, < Table of roots and incomplete integrals of 
associated Legendre functions of fractional orders >. 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


L'article ne les calcule que pour la valeur m=1. A partir des mêmes coefficients de départ dans 
l'expression L(x)/M(x) : 


a =H sinp) a =) cu) 


q = wl cam) Sin(28) | _(2-4m e - 4m) cosQp) 




































































2 2 (25п(0,)) " 242! (2.Sin(0,)Y 
_ u P - 4m {32 -4m) Sin(38) (P - Am X? - Am fS? – ат?) Cos(3B) 
ds = а= 
NO 2*2! (2Sin(0,) ° 2°3! (2Sin(0,)) 
q _ Ho (P -4m ? -4m Js =4m*)_Sin(4B) `  _ (Ú - Ann e — 4m° YS - Am Xr =4m?)_Cos(4B) 
E 2°3! (2Sin(0) ^" 254! (2Sin(6, ))' 
„= (ат X? - 4m? )---(@p -1} - 4m?) Sin((p +1)B) 
SCH 2 2°? р! (2Sin(0,))” 
_ (e _ Am! з _ 4m2)..-((2p _ 1) _ 4m?) Cos(pB) 
Ж 2?” p! (2Sin(0, ))” 
_ H (12 - 4m! ) Sin(B) 
аз Ж шел 
p _ Ho (P =4m?) Cos(28) „ (2-ат? |3? ат") Sin(28) 
P S — (2Sin(9,)) $ 242! (2Sin(0,)Y 
p = Ho (P — m° o^ =4m*)_Cos(3B) „ _ (LV - 4m t - 4m? X =4m*)_Sin(3) 
"vus 242! (2Sin(0) ° ` 253! (2Sin(0,)) 
p. = Ho [É — m! o? —4т° X —4т?) Со(48) „ _ (P =4m?J3* - 4m° 5 —4т° XP — ат") _Sin(aB) 
WE 253! (2Sin(8,Ÿ ` ` 254! (25in(8, UI 
"o (12 - Am! з? -Am (2p - 1) -4т?) Sin(pB) 
ii 2?Р p! (2Sin(9, Ur 
TW (12 -4m Y? — 4m°)---((2 p E - 4m?) Cos((p + 8) 
CA E 2°? p! (2Sin(0, ))” 
La fraction L(x)/M(x) se développe sous la forme : 
(2) 5 ‚Бу b à b, Е 
ke (х +1) | (х +2) (x + 2(х +3) (x + 2)(х + 3)(х + 4) = (x) 
„b ,  b D b, 
(x1) (x +1)(х +2) (x +1)(х + 2(х +3) 
ү (L +2x) . (+2x)f_ a a; | а, |, 
M(x)= (x +1) ; (х +1) (х +2) (x + 2)(х +3) (x + 2x + 3)(х + 4) > (x) 
а, a, а; 





“Gl rN) G23) 


al 
TS 








=4(1+2x jov a bs + b, Е er bs 
9-0 2x) à G+2) оз) mr) PT (a) cx ua 








ИЕ уа) C 5 Tir 


(a, +a +a, +03) = Onpose A=(1+a+x(1+2a,)) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Avec les quatre expressions fonctions de x : 


_ b (1+2x) E a (s, (280), De HEEN 


А 2+х А 2+х 


ol a, (1+2x)a, [а нау (а даь р), 
A\(2+x) (2+x)3+x) AT  2+x A? 2+x ` 2+x 
Al b, EE 

d muni (2+ x)G + x) 





0 








+ 





(1+ 2x)a, dÉ " (1+ 2x)a, J ur (1+ 2x)a; J 








E (PES (+x) NEESS EES CEET 2+х 2+х (2+x)3+ x) 
4 (a+ Ce) 
2+x 
2 
das 2 (1+ 2х)а; (aE) fe, Laon) 
CIN (2 + xX зға) А 2+x 2+x 








Tu leu 
UA 2 + 6 + "ud (2+ i a + 3 


Le développement de la solution est alors donnée par : 


х= 29, rene) Tan((x — x, )0,)= а, + a, + G, +а, = о(х) 








= А, = 5+ ху + дите тало), + cz Aretan) + SH E j Aretino) 


х=х0 


1 3 3 2 2 2 2 2 
2: Os +Q, + G, + G, — 3l ta, +3Зо G, +3a, а, + Зо G, + Зо a, +3a,a, + баџоца,) 
1 
A xit ° 
2 
+ 97 la,a,'+a,a, +G a, LOG a +оо; + a, a] 
0 


Laissons donc maintenant cette question de l'évaluation approchée des valeurs propres pour 
revenir à la suite d'exemples de problémes aux limites en configuration sphérique conique. 


Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Problëme aux limites mixte de Robin en configuration conique-sphérique 


Exemple : Cône sphérique plein d'angle Өг, en coordonnées sphériques (r,O) soumis à des conditions 
aux limites de Dirichlet inhomogénes en r=l„ et de Robin homogènes en Ө, 


Soit le probléme : 

AT(r,0)=0 T(r,0) fini 

T(r.9), = f (Cos(9)) c'T,(r,0)+ B T(r.0), | = 

La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(r,0) fini 

T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,—0)=T(r,0) 

T(r,0) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 

On peut transformer la condition aux limites en variable 2=Соѕ(0) 

a'T,(r,8)- BT(,8), . = 


z = Cos(0) = u, = Cos(0,) 








OT(r,O) _ OT(r,0) dz _ Sin(0) ЕС Ө) 
00 Oz d 
a' T, (r,)4 В T(Gr.6), --g ud (r,z) + B T(r, 2). 


a = —G' Sin(0,) 
oft, 2)+ В T(r,2) 
z-u 


On est amené à rechercher une extension des polynómes de Legendre de degré entier à des 


fonctions de Legendre de degré non entier À, £9 (60500) о), 


suivante pour a les valeurs propres du problème de Sturm-Liouville. 


P. ОР, (z 
lant -o 0. А (n ui P, ul 


, Ce qui donne la condition 








Lo = Cos(9,) ; œ 


z—Ho 


A 
> a (Р, QU) - P, Qs) B Р, (to) =0 


0 


Exemple 


si l'on prend la valeur =r/T;a=1/2;B=1/ t alors on trouve les 20 premiéres valeurs propres 
Àn -7.93878, 15.0781, 22.1311, 29.1591, 36.1765, 43.1882, 50.1968, 57.2032, 64.2083, 71.2123, 
78.2157, 85.2185, 92.2209, 99.2229, 106.225, 113.226, 120.228, 127.229, 134.23, 141.231. 


si l'on prend la valeur 0 755/6;a -1/2; B =, alors on trouve les 20 premiëres valeurs 
propres À, =1.01732, 2.21493, 3.41202, 4.60986, 5.8083, 7.00714, 8.20625, 9.40555, 10.605, 
11.8045, 13.0041, 14.2038, 15.4035, 16.6033, 17.8031, 19.0029, 20.2027, 21.4026, 22.6025, 
23.8023. 


Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogënes en r=l, donne: (il n'est pas nécessaire 
d'inclure la valeur propre 0 dans le cas général où 6z0, si 6=0 alors c'est une condition de Neumann 
homogène et la valeur propre nulle ne doit pas être oubliée): 








z = р = Cos(0,) 

В, = | dz f,(2 P, (z) |р, (zJ = [z P, (zY 

À, tq a - (LP, (45) - P, 4))* B P, (u,)=0 
T(r,0) = QU = | „(Cos(9)) 








Selon les = des dérivées premières et seconde d'une fonction de Legendre de degré non 


entier : 
P P 2р Í 
UE , (z)8 se) - (E éi 
0A 02 ' 0A Oz 


1 











"dzP A, (z) = 














(22, +1) 
| OP (z) oP (z) GP (z) ОР (z) H 
Développons Á = (1 ú d A = =P PFE avec 2 = 2 = | (zP, (z)- P, , (2)) 
0^ P, (z) 1 А, ОР, (2) ФР, (2) 
i rs Ë z? -1 er, 7-5 @}+ z? -1 4 F " oi e 











ӘР, (г) ӘР, (2) 





a-h- BE А en. @-z oP] J 
2°— z? _ 


À 
=> p, (2)-Р, 0) di 


дА 

















k. PL (Р, .4@)-zP, (2))+ P. EXP, (@)- P...) 4, CE E 7 "ue 
e d 8 (P. aD -zP, (2))+ Р, (P, (2)— P, `, (2))+ А, Ë (z) E p) "ei 


OP, (z 
= P, (22 P, (2) - P, soale, G ае =“, = 


ФР, (z) ФР, (z) i 
T А8) р (D rh ) 


1 











„dz P. (2) = (22, +1) 


J 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Dans le cas particulier de notre probléme les limites sont définies ainsi z,=u, et z;=1 et le calcul des 
normes devient : 
posons ц, = Со5(0,) z,-u, z,-1 








P e n, O-R на л, (©) э 


ôP, (z) ФР, 4 e 


0 





1 2 _ 
=> j: dz P, (z) = (24, +1) 


P P 
Ô D 209 (2) Ó ©) 
дА, дА 


P, (4) OP A E) 


-P 
дА > -1 to) ai 





a0) 


Ü 


ona P. (l) =0 VA => Р, (z)z P, (2)- P, ())+ ZU 





2=1 





P, (us Yo, (Ho) HP, (Lo ))+ À, |2. (ш) 


(24, +1) 





zl 





À ад ад 

or och (mP, (шь) P, \(д„))+8 P. (u)=0— Р, zi SE SC Ao) 
Hy -1 Hy -1 Ho -1 

a À Q LÀ, + ei 

AE a8) O e P, (u ) = 2 h P m )p (а) (2) 

a nÀ, + B (us -1) «Л, 

Première forme (1) 


21 À, OP, (u) p (u? —1)Р, (ш) А, OP, , (uj) 
Sie A ÉE Si Z5 un, B lu -1 Танд, +В(и2 1) ôA | 








= Р, (Lo) = 








Deuxième forme (2) 


JP, (z| С Р, (и) Е (u? BU? (u) y = a шд, + В T 24) OP, „| 











(22, +1) a À, дА a À, дА 
si B=leta=0 CL de Dirichlet 
=> Р, (0) = 0 
2 À, OP, (до) 
|Р, (z) | == 214] Ba 7v 


sia =1еї B=0 СІ. de Neumann 
Р, (Lo) = ШР, (Lo) 

À, OP, , (Ho) OP, (Ho) 
| = Р, (д, H 








il 


(24, +1) aa "* a 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 





z- е = Соѕ(0,) 
B, = Је HOP E). |P, ( zJ = Јер. 
д, tq а ü (др, (иь) P, ll B P, (u) = 0 


B (à, + Н] P, (Cos(9)) 











T(r,0)= > я а) 
MU С ye . ôP, (Ho) |. Bo B (u т à, 1 (Ho) e À, OP, (ш) 
SR ^N a po, + Blu -1)) од, + Blu AU дА 
ои bien 
B (22, 6 ` P. (Cos(9)) 
1 п 
Т(т,Ө)= > | 





p (2) 
D m —1)Р, (и) 2 Е (4) a HÀ, +B (u? -1) OP, zi 


a À дА a А, дА 


ei “| 


Lorsque }5(@)=1, on obtient alors : 
z- Cos(0) u, = Cos(0,) 


B, = [dz P, (z)- (P. (Mto) Р, 04) (22, * 8, = (P, nh bal 


Ho 


- ° 

22, +1 
À, 

д, tq a д2 UP, Q8) = P, i (Mt9))+ Р, Go) =0 
422 


(б-ге) F.) P, (Cos(9)) 








T(r,0) = (1) 
SE E o) B (u? -1 > 1 (Ho) À, OP, , (и) 
À, P. (u Eo) TO a P, 104) 5 д 2 
ke mA, + fl A алд, eB -1) 84 
ои bien 
in. n) un) | P, (Cos(0)) 
T(r,0) = > А 








i ©) 
n#0,+00 Р, |” (и, —1)Р, (u) + dE (и) a Huch, +B (u? a OP, w) 


a À дА a А, дА 


п 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Etude des cas limites a-1, 6=0 (homogène Neumann) et а=0, 6=1 (homogène Dirichlet 





Pour се qui est du passage à la limite о->0, B->1, la forme (1) donne directement la solution déjà 
énoncée précédemment : 
z= Cos(0) u, = Cos(0,) 


B, = [dz fj) P, (2) |Р, (= [az Pa (zY 


Ho Ho 


À, tq P. (д0) = 0 


T(r,9)- У QA, +1) „ B P, (Cos(0)) 


д ӘР 
n#0,+œ » P, (n) ХЕ ) 
Pour le passage à la limite a->1, В->0, la forme (2) donne également la solution déjà énoncée 
précédemment : 
z- Cos(0) u, = Cos(0,) 


B, = [dz f) P, (с) |Р, (= [dz P. (zY 


À А 
„м + (р, (o) Р, ш) soit А,=0 ои Р, (ць) = P, (uo) 


0 








Pour А, > 0 = terme identique cas Neumann 


1 
Pour А,=0= В, = [dz RE) IPE =1- m 


Ho 


B. al P, (Cos(0)) 


r 


OP, (uo) Hu OP, 2 


дА ° 8A 





Too) = + > QA, +1) 
1- u, n#0,+00 As 
| Р, (и) 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Cóne sphérique creux d'angle 0, en coordonnées sphériques (r8) soumis à des 
conditions aux limites de Dirichlet homogènes еп r-l4 , inhomogénes en r=l,,. et de Robin 


homogènes en Ө, 


Soit le probléme : 
AT(r,0)=0 

T(r,9| , =0 
T(r,0), _, = fo(Cos(0) 


z = Cos(0) et u, = Cos(6,) 
oi T, (r,O) B ST =0SaT(r,z)+8B Т2) = 





T(r,0) fini 














-1.0 эз А 
| . 0.0 


-0.5 ` 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En suivant la suite de calcul effectué dans l'exemple précédent, on trouve la solution suivante, 


exprimée sous deux formes : 


z =Cos(9) u, =Cos(0,) В, = je fa (2) P, ( 


Ho 


2) |P ( 





zy = [d р, (е 


Ho 
































a, q а e (uP, а) Р, Q8) B P, (t) =0 
(E) D 
ГА r 
B (21, +1) - — P, (Cos(0)) 
mu 
u GEAD j 
T(r,0) = 1 
М р Р, (u) B (u? i à, 1 (Ho) А, ФР, Jun, 
„| - Pa, -1( VJ 2—9 +а P, 1040) 5 + 2 
дА (a m +B (u.*-1)f ад, + fl -1) 04 
ou bien 
E ( y 
La r 
B (2, +1) ; — P, (Cos(0)) 
i2 s, 
| DEDE 
T(r,0) = 5 (2) 
Ы @ В (u -1)P. (ш), ӘР, (to) a HÀ, +В (u 21) oP, (4) 
2, Mo p А, п 0A a A, ОА 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Lorsque fs(9)=1, on obtient alors : 
ZÈ Cos(0) u, = Cos(0,) 


1 
B, = | dz P, (z)= 


Ho 


1 
EECH 

















À, tq a z (tP, (иь) - P, _\(и,))+ B P, (ш) =0 
KS An (2j +1 
L. r 
(P. (u) — P, a (0) "a C (Cos(9)) 
- (8) 487) 
T(r,0) = 
(u zl > io) S: À, OP, "i 





ps Е Жо SE Pal) p “| P 


ITT) 
(P, Q4) Р, 04)) P, (Cos(0)) 
(ef 7 


ou bien 








(аш, + B (2-1) ал, +B lu; - 








TG(r,0)= > 5 | (2) 
e "E us Ae, D E ml адл, + B (a -1) P, 2 


a À, d 


Etude des cas limites œÒ=1, 6=0 (homogène Neumann) et a=0, 6=1 (homogène Dirichlet 





Pour ce qui est du passage à la limite a->0, B->1 (Dirichlet), la forme (1) donne directement la 


solution déjà énoncée précédemment : 


z- сЕ = Cos(6,) 
В, = | dz f,(z) P, (с) |P, (zJ) = [az Pa (2) 


À, tq Р, (ш) = 0 


> 4, 1,, Antl 
= (22,+1) 6 | 2 | Р, (Cos(0) 
T(r,0) = 2. Ñ B, LY {т Var ӘР, (u,) 
п=0, п (2) |8) Js 
La L, 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour le passage à la limite a->1, B->0, la forme (2) donne également la solution déjà énoncée 
précédemment (en y ajoutant la valeur propre nulle car la condition homogéne est de Neumann): 
zz Cos(0) Ho = Cos(0,) 


A 
À, tq г (В, ба) Р,108)=0= 4,20 он др, (4) =, 104) 


0 


1 1 
On rajoute Іа solution А, = 0 — В, = faz f(z) et IAO = faz =1- fie 





Ho Ho 
= =i 4,1 (Ho) (Р, (ш) ОР. (и) 
А >0>B = |d. Р Р 2|| | ^n^ A, M70 ,-1 #0 2, Wo 
gi " | a ^s (z) s | An (z) | (22, +1) | dÀ ° дА 


SS 
PS 
Z7 
IIS 
< 
D$» 
sa. 
ч Ё 





TT. 


п An А, +1 An 
la) [lu 
Li L, 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Problèmes aux limites sur des sections coniques-sphériques 


Quelques propriétés des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce pour les degrés À, 
non entiers pour des problèmes aux limites de Dirichlet 


Les fonctions et valeurs propres du problème aux limites ont les propriétés suivantes : 

BG _ Ом) а Раба) Оба) Ê (4) =0 
P (д) О, (д) И Р, (4) О, (4) o, (45) = 0 
Les fonctions де Legendre utilisées ісі sont donc а degré поп entiers, еп tant que racine de 
l'équation transcendantale. Il se trouve que lorsque justement les degrés sont non entiers, alors les 
fonctions sont liées par des formules de liaison (dans ce cas le terme en sinus ne s'annulent pas!): 
Р, (z).P,(-z) linéairement indépendantes 








o, (z) = 


О, (2),0, (=z) linéairement indépendantes 


ROF (Cos(4,2)Q, (2) + O, (=2)) 
Л 
lees (Соѕ(А,л)Р, (z) Р, (=2)) 


Formons les combinaisons linéaires paires et impaires des fonctions de Legendre de première et 
deuxième espèce, il vient : 
2(Cos(A,z) +1) 





P, (24 P, (=2) = (0, (+0, 72) 











л Sin(A,7) 
_ л(Соѕ(А,л) — 1) Ë K 
О ано а) nO (Р, (2)+Р, (2) 
De même : 
_ _ XCos(A,z) -1) BE 
EE (0, 2-0, (2) 
л(Соѕ(А,л)+1) 


(Р, (2) Р, (-2)) 





О, (2) O, ( z)- 





2Sin(A,z) 

Donnons quelques propriétés des valeurs propres et des fonctions propres dans le cas Ө›=л- ©, 

M1=- Hu: 

щ = Cos(0,); и, = Cos(0,) А, tq Р, (u5) " О, (ш) 
Р, (4) Q, (m) 

P. (и) | О, (ш) 


Р, Cu.) Q, Cu.) 





0 =л-0 > H, --u—A, tq 





Ce qui donne : 


= P, (u) 2 О, (u5) 
Р, C) Q, (—и„) 
(Соз(д„л)Р, (n) Р, Ca) (a Совт) 1) (а Cos) = 1) 


= 
(Cosi) P, (ш) P, ()) (Cos) а) (Соз(д,л) - a) 


vo EQ] | OUO Ре) “60055. - 
a l> aœ 
P, (745) о, (~u) Р. (745) Qu. (745) 





a? =1 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Il apparait donc deux cas de figure selon les valeurs propres: le cas de valeurs identiques ou 

opposées aux extrémités : 
Р, (4) О, (43) 

Cas а=1= = 

P, (-u5) OQ, (-u5) 
a Р, (5) » О, (и) 
P. (~u) Q, (745) 
En appliquant cette derniére propriété remarquable des fonctions propres aux limites du domaine, 


en la combinant avec les formules de liaisons entre fonctions de première et deuxième espèce, il 
vient pour le cas pair : 


2 P, (4) E о, (4) 





=> valeurs identiques aux extrémités 


Cas 








=> valeurs opposées aux extrémités 














Cas = = = 1 > valeurs identiques aux extrémités 
P, (7-45) О, Cu) 
2(Cos(2„m)+1 
Р, (45) = (c Sin(A.m) Jo (u,) 
л\Соз(А„л)—1 
О, (4) = ms x) ) P, (45) 


Et pour le cas impair : 
_ P, (45) _ О, (4) 











Cas = = =-1=> valeurs opposées aux extrémités 
P, (745) Oo, (u) 
2(Cos(A,z)—1 
P, (4) = c Sin(À, m) Jo (u5) 
z(Cos(A,z) 1 
Q, (u,)= cu ES ) p (u5) 


De ces diverses formules on peut tirer une propriété remarquable des fonctions propres à savoir : 
2 P, (4) Е о, (u5) 


P, Cu) о, (~u) 
P.G) OG 


Cas 














Fonctions propres Ф, (2) = impaires 
М P.G) Ou) 
o, (=z) = -o, (z) 
P, (4) О, (u5) 

Cas 1= = 

P, (-45) О, (7-45) 

Р, (z 2 

Fonctions propres Ф, (2) = 2) _ ©, (2) paires 





P, (u) О, (4) 
D, (-2)- Ф, (z) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Illustrons ce résultat par le graphe des 8 premières fonctions propres du probléme de Dirichlet 


homogène aux angles 4 =7/7 0,=67/7 . 


2 


— А, = 0.785441; PhO _ Q0 
Ph) Әдл) 


— А, = 2.23009; Zä _ 90 
/ ` Pal) Gal) 


Pa (2) Q4 (2) 
а ДЗЕН: 2 es 
^a Put) QU) 


-— d Ше Ж 
РА) Qu) 





A, = 6.46833; no. _ 0 
=> ' Paul) д, (0) 


k. ЭЗ SE 
Рх) Qa t) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


— д,= 9.27695; Dac. _ 222. 
` Pie) Qa G) 


———r 17 T T TT T 177 









— A = 10.6797: 20% _ Su 
РА) Qu) 





Démontrons la propriétés de parité des fonctions propres, et raisonnons avec les fonctions propres 
de la forme : 


P.G) Q,G 

P, G) Q, (и) 

Les calculs seraient identiques avec les fonctions propres de la forme 
P.G) Gei RO Q, (z) 

PB.) QG) P CH) OC 





o, (2) = 





Ф, (z) = 


Ргетіег саѕ а=1 
Оп applique successivement les formules de liaison sur les fonctions де Legendre, les 
combinaisons paires ou impaires et les valeurs extrêmes, et cela donne : 


BO 0, (2) 














Ф, (2) = 
i P Р, (u5) о, (u5) 
а 2 Q, (z)Cos(A,z)+ Q, (=z) л P, (z)Cos(A,z)- Р, (=z) 
"i л 5їп(А„л)_  -2 25їп(Ал)__7 Е 
ау Le (Cour) +1) Sa SGo) Con ay) 
ë ts О, (2)Соѕ(А,л) + О, (2) B. (z)Cos(A,z) — P, (-z) 
^s Q, (u.)(Cos(A,z)+1) Р, (4, (Cos(A,z) - 1) 
DEER О, ()(Соз(А„л)+1)—- О, (2) +Q, (=z) P, (2(Cos(À,z)—1)+ P, (z)- P, (=z) 
^s О, (и„)(Соз(А„лт)+1) Р, (u Cos(A,z) - 1) 
ü _ QG  -Q,O0O-*Q,Cz2 PRO P (z) - P, (=z) 
a, (2) + 





Q, Q5) О, (u,)(Cos(À,z)+1) P, Qu) Р, (u,)(Cos(A,z)-1) 
O, (z)— Q, (-z) P, (2) - P, (=z) 

Q, (и„)(Соз(А„т)+1) P, (u,)(Cos(A,z)—1) 
P(2)-P.c2 0, (2)-0, (2) 

Р, (и„)(Соз(А„лт)-1) О, (u,)(Cos(A,z)+1) 


Ф, (z) fonction impaire 








Ф, (z)- —, (z) 











o, (2) = 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Deuxième cas а=-1 
On applique également les formules de liaison sur les fonctions de Legendre, les combinaisons 
paires ou impaires et les valeurs extrêmes, et cela donne : 


Pp. G) 0, (2) 














Ф, (z)= 
ni Р, (и,) О, (и,) 
T = 2 Q, (2)Cos(A,z)+ О, (=z) л P, (z)Cos(A,z) - P, (=z) 

MT mSm(Am) 2 - T 2Sin( A,n) T ` 

= ur e S ща р) F P Соз) 1) 

p, (= D. COCOS) 0, Са) Р, Gy Cos Qus) - P, Сз) 

| О, (и Соз(д,т)-1) Р, (u,)(Cos(A,z)+1) 
a. (2) 2 Cos) Q, 0)+0, CX). P, ш ы G)- B, C2) 

| О, би„)(Соз(А„т)-1) Р,,(и„)(Соз(д„лт)+1) 
ds. RG. ss. P (2)+Р, C2) 





70,00) P, Gn) О, NCA) P, (и, )(Соз(А„т)+1) 
Q, (z)+0, Cz) И Р, (2)+Р, (2) 

О, (и„)(Соз(А„т)—1) Р, (u,)(Cos(A,z)+1) 

_ P (Ə+PC2 ` О, 0)+0, (>) 

СОР, (п,)(Соѕ(А,л)+1) Q, (и„)(Соз(А„т)—1) 

Ф, (z) fonction paire 





D, (z)=-9, (z) + 


п 





Ф, (z) 





La conséquence des propriétés de parité des fonctions propres sur les intégrales utilisées dans le 
développement en série est immédiate à savoir : 
Premier cas a =1=> Ф, (z) fonction impaire 


Condition aux limites paire f (z) = f (=z) 

А, = faz FG), (z)=0 

GE aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

A, = je РО)Ф, (2) = 2f dz f(z)®, (z) £0 
AE d 


Deuxième cas о. = —1 => Ф, (z) fonction paire 


Condition aux limites paire f (z) = f (=z) 

4, = je FG, (2) = 2f dz f(z)b, (2) # 0 
-im 0 

Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

A, = je ZG, (z) =0 


—H2 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En d'autres termes, lorsque la condition aux limites est paire, alors seules les coefficients des 
fonctions propres paires donnent un résultat non nul, par construction la solution est donc bien 
paire. Il en est de méme pour la condition aux limites impaire où dans la série seuls les coefficients 
des fonctions propres impaires sont non nuls, conduisant à une solution impaire. 


Caractérisons précisément le système des valeurs et fonctions propres de ce problème aux limites 
de Dirichlet sur la section sphérique symétrique. En revenant aux propriétés connues d'un système 
de Sturm-Liouville, l'équation différentielle de la partie angulaire devient ici ип système régulier 
de Sturm-Liouville, et non un système singulier comme avec le cas de la sphère complète : 
p(z)=1-2? = p(z)>0 р(-и„)= p(u,)=1- u," 

w(z)=1 

q(z) -0 

Dans ces conditions toutes les propriétés d'un systéme régulier de Sturm-Liouville s'appliquent et 
notamment : 

- il y a une infinité de valeur propres tendant vers l'infini 

- comme les conditions homogénes sont de Dirichlet, les valeurs propres sont toutes positives, et 
de plus il y a un nombre grandissant de zéros des fonctions propres à mesure que les valeurs 
propres augmentent, en plus des deux zéros fixés aux extrémités par les conditions homogénes de 
Dirichlet 

- on peut fixer la plus petite valeurs propre à la fonction propre ne possédant que les seuls deux 
zéros des extrémités, par conséquent ne s'annulant pas en zéro, cette fonction propre de valeur 
propre minimale est nécessairement paire ( œ=-1) : Ф, (z), @(4,) =-1 


- concernant les fonctions propres de valeur propre supérieure, prenons la première 
immédiatement au dessus Ф, (2) А>А;, alors d'après les propriétés dites d'oscillation, il у а 
1 


nécessairement au moins un zéro entre les deux zéros Ф, (2): Comme cette fonction ne peut 
0 
comporter que trois zéros, elle est nécessairement impaire et s'annule donc еп zéro : Ф, (0)=0 
1 
donc Ф, (z) impaire, a(A)=1 


- on étend le même raisonnement en appliquant successivement le théorème "d'oscillation", pour 
conclure que Ф, (z) paire, а(А,) =>1, 4 zéros puis alternativement pour les fonctions propres : 


a(2„)=(=1)"*" 
2 zéros venant des conditions aux limites Ф, (-u,)=®, (u,)=0 
o, (z) paire, 2p +2 zéros 


o, (z) impaire, 2p +3 zéros ,®, (0)=0 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Quelques propriétés des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce pour les degrés A, 
non entiers pour des problèmes aux limites de Neumann 


A la manière de l'étude précédente réalisée sur le problème aux limites de Dirichlet pour une 
configuration symétrique de section sphérique, dégageons quelques propriétés des valeurs et 
fonction propres pour un problème de Neumann dans une configuration symétrique : 

0, =z—0 = u, = Cos(0,), u, =-u, 


' À : À 
Р, Cu) Cul, Cm) В,С) Bin 


(р, (45) - P, А (u,)) 
u, -1 H, -1 








Q, ( i) = Р e ( 0, ( ш) O, ( H, )) О, (4) = 7 (0, (u5) = Qui (и, )) 
P. (4) = Q, (43) öü (р, (4) Zi Pa (и, )) = (20, (4) =. Q; à (u, )) 
p. (=u) Q, u) (EP. (745) * P 4 (4, )) (0, (-u;) Ë OQ, à Cu, )) 
P.G) OG 

P. (и) Q, (i) 


Voici quelques propriétés de liaison des dérivées premiëres des fonctions de Legendre de premiëre 
et deuxiëme espëce pour les indices À, non entiers. 


(Cos(4,2)Q,. (2-9; 'C-2)) 








soit À, tq À,=0 





Posons le choix des fonctions propres suivantes ®, (z) = 


pP «ze po 
^n л Sin(À,z) 


M AEN 
2Sin(A, zt) 


Formons les combinaisons linéaires paires et impaires des dérivées premiéres des fonctions de 
Legendre de première et deuxième espèce, il vient : 


2(Cos(2,7)-1) (О, "(2)+9, ә) 


О, "(= (Соз(А„т)Р, '(2) + P, '(=2)) 


P, '(z2)+ P, '(-z) = 























x 5їп(А„л) 
0,'0+9,'\C3= To Die 2) P, Ca) 
De méme: 

2, G)- p Ca = О ei 9, 2) 
О, (0-9, ч = EST Die а-в) 


Donnons quelques propriétés des valeurs propres et des fonctions propres dans le cas ©›=л- 93, 
Hi=- ш: 

0, = z -0, = щ = Cos(0,); u, = Cos(0,) y, =-u, 

P, '(7u;) P Qu. '(7u5) hi P, '(u5) _ О, (45) 

Р, '(15) Q, '(u;) Р, '(-u;) О, '(7u;) | 








—A, tq 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Ce qui donne : 

Р, '(u,) T О, '(u5) 

P, Gu) OQ, Cu) 

_ QG) (Cos; P, lz Pn (аСоз@\„л)+1) . „ (e Cosa, +I) 2 _4 

TO, Cu) (CAP, Cu) P, Wl (CosA,m)+a) ` (Cosa) I 

Е 4 Р, (ш) | -[ Ou | о Bel Ф) 
P, '(7u;) O, '(-u;) Р, '(-u;) Q, ' Eu.) 

Il apparait donc deux cas de figure selon les valeurs propres: le cas de valeurs identiques ou 

opposées aux extrémités : 

Р, '(u;) _ О, '(u,) 
P, '(-u;) О, ' Cu.) 
_ Р, '(u;) _ Q, '(u,) 

p. (=) О, '(u,.) 
Еп appliquant cette dernière propriété remarquable des fonctions propres aux limites du domaine, 
en la combinant avec les formules de liaisons entre fonctions de première et deuxième espèce, il 
vient pour le cas а=1: 


P, (5) P. Q, (5) 


Posons œ = 











= +1 





Cas a=1= 





=> valeurs identiques des dérivées aux extrémités 





Cas а = 





=> valeurs opposées des dérivées aux extrémités 














Cas о=—— = - = 1 > valeurs identiques aux extrémités 

P, (-u5) О, (-u5) 
2(Cos(A,z) - 1) 
Р. ' е п ' 
А, (4) z Sinti. m) Qu, (4) 
л(Соѕ(А,л)+1) 
$ = n P ' 
О, (4) 2Sin(A z) А, (43) 


Et pour le cas a=-1 : 
Е Р, '(u,) _ Q, '(u,) n" 

















Cas : | 1 7» valeurs opposées aux extrémités 
P. (—и,) О, (u) 
2(Cos(A,z) +1) 
Р. ' - n ' 
ds (4) z Sinti. z) Q, (u,) 
: z(Cos(A,n)-1),, , 
о, u) 1600) p Au 


De ces diverses formules on peut їїгег une propriété remarquable des fonctions propres à savoir : 
Р, '(и,) _ Q, '(u,) 
PC) QC) 

PO OG 
P, Lu: о, Lu: 





Cas a=1= 





Fonctions propres ®, (z) = paires 


P, Cz)=%, (z) 

Ps) Ou: 

P. C) Q, Cu) 

P.G) Q0 
PU) Q, (u) 





Cas aq --1- 








Fonctions propres ®, (z) = impaires 


D, (-2)- —, (z) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Démontrons la propriétés de parité des fonctions propres, et raisonnons avec les fonctions propres 
PG) OG 
p І ; e А 

a (b) Qa, Ge) Les calculs seraient identiques avec les fonctions 
qiix PO o0 SG Q, (z) 

^" BG) Оа) Ры) 9,'Cm) 





o, (z) = 
de la forme : 





propres de la forme : 


Premier cas a=1 
On applique successivement les formules de liaison sur les fonctions de Legendre, les 
combinaisons paires ou impaires et les valeurs extrêmes des dérivées premières, et cela donne : 


P G) 0,0) 














Ф, (z)= 
-@ Р, '(и,) Q, '(u.) 
2092 —2 Q, (z)Cos(A,z)+ Q, (=z) л P, (z)Cos(A,z:) — P, (=z) 
i л 5їп(А„л)_  -2 I _ 1) 2Sin(A) л 
scc у гй. у sS 

EM Q, (z)Cos(4,n)* О, (=z) P, (z)Cos(A,z) - P, (=z) 

i О, '()Cos(4,7)-1) Р, '(и„)(Соз(А„л)+1) 
m Q, (=)(Соз(А„л)—1)+ О, (2) +0, (=z) P, (2)(Cos(A,z)+1)- P, (z) - P, (=z) 

i Q, '(и„)(Соз(А„т)—1) P, '(u,)(Cos(À,z)+1) 
ë _ 9,0) Q, (2* Q, C2) P, (z) P, (z) * P, C2) 

7 (2) + 





О, (пз) О,'и„)(Соз(А„т)—1) Р, (пз) Р, (и ХСоз(А,л) +) 
Pa) On) g ОО) 

О„,'(и„)(Соз(А„т)—1) Р, '(и„)(Соз(А„л)+1) 
P.G)+P (-2) О, (=—+О„(—2) 

Р, (u,)(Cos(A„m) +1) О, (и„)(Соз(А„л)—1) 

Ф, (z) fonction paire 





D, (2) =—%, (z)* 


ÒD, (2) = 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Deuxième cas а=-1 
On applique également les formules de liaison sur les fonctions de Legendre, les combinaisons 
paires ou impaires et les valeurs extrêmes des dérivées premières, et cela donne : 


P G) 0,0) 























ро 
Ф, (у= 22 о, (2)Со5(А,л) +0, (=z) - са s V 
ы => Sina т) ® CCA) г 35i Р. ОСА) 0) 

a. ra S S 0, Co) f G)CosQur) - P, Co) 

" О, '(u.)(Cos(2,7) +1) Р, '(u, )(Соѕ(А,т)-1) 
ji EE TI CUT - THER. ОА 

" О, '(u,)(Cos(A,z)+1) Р, '(и„)(Соз(А„лт)—1) 
d cce . 50 О, (2-Q, (-2) PP; C 

"^ Qs Ei Q,'(u,)(Cos(,z)+1) Р, '(и,)(Соз(А„л)-1) 

„ (z)-Q, (=z P, (z) - P, (=z 
коол a) SES D = G SE 
P, (2) P, (=z) О, (z)- 9, (-z) 











TUS E л зш UG CHO TU) 


Ф, (z) fonction impaire 





La conséquence des propriétés de parité des fonctions propres sur les intégrales utilisées dans le 
développement en série est immédiate, à savoir : 
Premier cas a = 1 — Ф, (z) fonction paire 


Condition aux limites paire f (z) = f (=z) Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

D n H2 
À, = j dz f(z)b, (2) =2 | dz fc, (2)#0 А, = | dz f (z)b, (z)= 0 

ЕГА 0 — 2 
Deuxième cas a = —1=> Ф, (z) fonction impaire 
Condition aux limites paire f (z) = f (=z) Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

H> H> H> 
дуе | dz f (z)b, (z)= 0 A, = Í dz f(z)b, (2) -2 | dz f (z)b, (2) #0 

-H2 а 0 . 
En d'autres termes, lorsque la condition aux limites est paire, alors seules les coefficients des 
fonctions propres paires donnent un résultat non nul, par construction la solution est donc bien 
paire. I| en est de méme pour la condition aux limites impaire où dans la série seuls les coefficients 
des fonctions propres impaires sont non nuls, conduisant à une solution impaire. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Caractérisons précisément le système des valeurs et fonctions propres de ce problème aux limites 
de Neumann sur la section sphérique symétrique. En revenant aux propriétés connues d'un 
système de Sturm-Liouville, l'équation différentielle de la partie angulaire devient ici ип système 
régulier de Sturm-Liouville : 

p(z)-1-z = p(z)>0 p(-u)e p(u,)=1- n," 

w(z)=1 

q(z) -0 

Dans ces conditions toutes les propriétés d'un systéme régulier de Sturm-Liouville s'appliquent et 
notamment : 

- il y a une infinité de valeur propres tendant vers l'infini 

- comme les conditions homogénes sont de Neumann, les valeurs propres sont toutes positives, et 
de plus il y a un nombre grandissant de zéros des fonctions propres à mesure que les valeurs 
propres augmentent, en plus des deux zéros fixés aux extrémités par les conditions homogénes de 
Dirichlet 

- on peut fixer la plus petite valeurs propre à la fonction propre ne possédant qu'un seul zéros à la 
valeur 2=0, par conséquent cette fonction propre de valeur propre minimale est nécessairement 
impaire ( œ=-1) car elle s'annule en z=0 : Ф, (z), D, (0) 20, a(4,) 2-1 

- concernant les fonctions propres de valeur propre supérieure, prenons la première 
immédiatement au dessus b (2 AA: alors d'après les propriétés dites d'oscillation, il y a 


nécessairement au moins un zéro avant z=0 et un autre également après . Comme cette fonction 
ne peut comporter que deux zéros, elle est nécessairement paire et ne s'annule pas en zéro : 
Ф, (0) 0 donc Ф, (z) paire, a (4,) 21 
- on étend le méme raisonnement en appliquant successivement le théoréme "d'oscillation", pour 
conclure que Ф, (z) impaire,®, (0) = 0, à (4) = —1,3 zéros puis alternativement pour les 
fonctions propres : 
a(2,)=(=1)" Les pentes aux extrémités sont nulles voir C.L. o, '(-4,)20, '(и„)=0 
Ф, (z)impaire, 2p +1 zéros ,®, (0)=0 

2p 2p 


Ф D» (z) paire, 2p + 2 zéros 


Шиѕігопѕ ces résultats par les graphes des 8 premières fonctions propres du problème de 


Neumann homogène aux angles 4 77/7 0,=67/7 





РА, (2) Q, (2) 
— А, = 1.19646; ——— — - _ —— 
DLegendreP(An.p;) DiLegendreQ(An.u2) 
Ра (2 Qi (2) 
— A, = 2.49885; Àn Àn 


DlegendreP(As.u;) ^ DLegendreQ(An.p2) 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Quelques propriétés des fonctions de Legendre de première et deuxième espèce pour les degrés À, 
non entiers pour des problèmes aux limites « mixtes » de Robin dans le cas d'un problème 
entièrement symétrique 


On rappelle que les problèmes aux limites homogènes angulaires de ce type n'ont pas exactement cette 
forme, car les conditions aux limites mixtes de type Robin présentent en théorie une dépendance radiale. 
Mais en première approximation ou bien encore de manière tout à fait théorique, on peut se pencher sur ce 
genre de problème avec des paramètres indépendant des variables du système de coordonnées . 


Р, (2) О, (2) 

c B. (45) + В, P, (д) a, Qi, (4) + В, О, (45) 
Avec les propriétés suivantes sur les valeurs propres et sur les coefficients des conditions aux limites symétriques : 
c P. (и„) + B, P, (ш) 2795 О, (и„) + 8,0, (4) n^ |" Ф, (4) - В.Ф, (4) = 0 

a P; (t) В.Р, Qu) «О, Qn) - B Qa, (щш) a, o, (и„)+ В.Ф, (u,)= 0 
Symétrie a=a=a, et В= В = В, et щ=-—-и„ 
A a P, (4) + PP, (45) Е а О, (4) + Bo, (45) es li o, (745) - Bo, (=) = 0 

i aP, Cu,)- ВР, Cu) GQ, Cu.) ВО, Cu) — |a, (и,)+8Ф, (5) =0 
Le choix des fonctions propres devient donc : 
a ipea ШО) Ou 
i a P (45) + BP, (и) oC, (4) + DC. (45) 
Rappelons quelques propriétés supplémentaires sur des combinaisons linéaires des fonctions de Legendre : 





Soit les fonctions propres du probléme Ф, (z) = 

































































Р, (2)+P, (2) = ane Uo, (0, C2) 09404 = EE De. (+ Р, (-2) 
P.()-P,C2- чек o, (2-9,C2) 9,G-9.( = Bern Dp. (z)- P, (-2) 
PG) P, 'C2) = NEE u Jo, +0, 2) 
EE 
EE 
0,102) 0, = Сол) (p, 2-2, (-2)) 
HERE 
a (Р, '(2) =P. 'C2)+ В(Р, (2) + P, C2))= SC Cu (2-0, (-2)+8(0, (2) + О, C-2)) 





a (О, '()+ О, 'C2)+ pl. E) - O, 72) ZU UG (P. wat P, C3) (Р, (0 - 5, e) 
a (0, ) 


Io Or ele pla, @ +0, ca)- ZED Ya (р, At p C2) ple. o n, ca) 
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Et les propriétés de liqisons : 
2 


Base = (Созв(А„л)О, (2) + О, C2) О, (2) = sg ODP, (2)- P, (-2)) 
' e 2 ' EN Ir ' E л ' Ir 
P Wel aer СР 70000) 0,7-2) 9, G9) 5 (CAP, Viz Р, all 


_ Œ О, (45) * В Q, (ш) а В, (45) * ВР, (42) 
a Qi. (-u,)- В QO, Ca) œ Р, C-u,)—- В P, Cu) 
_ aQ, (u) + BO, (H) ` о (Cos P, Wain P, '(-u.))+ B [Cos(À,z)P, (u,) - P, tal 
«О, Cu.) BQ, Cu) «(Соз(А„т)Р, Cas) Р, '(и„))— В(Соз(А„т)Р, Cu) Р, ul 
_ Соз(дА„л)(е P, '(u,)+ B P, (u.))+ [e P, Cu) - B P, Cu)) Соз(2,т)Ә +1 
Соз(А„л)(е P, Cu) B P, C) (a Р, '(u,)+ B P, (и) | Cos) 9 
= @? =| a В, (5) + B P, (ш) _ Q 0, (5) * ВО, (ш) =+ 
аР, (-u5)— B P. Cu.) «Q,(-15)- B Q, (-u;) 
Il apparait donc deux cas de figure selon les valeurs propres: le cas de valeurs identiques ou opposées aux 
extrémités : 











) 
) 





a P, (45) * B P, (4) Е aQ, (u,)+ ВО, (5) 











Cas @=1= а => valeurs identiques aux extrémités 
a P, Cu,)— В P Cu.) «О, Cu,)— B Q, (№) 
a P, (u,)+ B P, (u,) «О, (u,)+ B Q, (u,) | -— 
Cas Ө=-1= = => valeurs opposées aux extrémités 


a P, (up P, Ca) œ Q, (=u,.)- В Q, Cu.) 
En appliquant cette derniëre propriété remarquable des fonctions propres aux limites du domaine, en la 


combinant avec les formules de liaisons entre fonctions de premiëre et deuxiëme espëce, il vient pour le cas 
O=1 : 


cas ө-1--“ЬШӘ+ BP (M) _ a Q, )+ BO, (и) 
«Р, Cm)- BP, Си) et Cu) ВО, Cu 

«Р, (u,)+ BP, (u,) = аР, (-u.) - B P, (C) 

«О, (п) + ВО, (u,) = a Q; Cus) ВО, (un) 

«(Р, '(u,) + P, ale Вв, (u.)— P, Ga 

Aaa) ао, a+ О, Cu)» AO, б)- O, Cr) 


=> a P, (+B ut ERU Do, (a+ во, qu) 


«(О, '(u,) + О, tu BIO, (uh 0, Cm ))= 
GT s c D E) 


2 Sin(A,z) 
| _ T (Соз(А„л) + 1) 
=> a Q, (u.) + BO, (и,) 2 Sin(A,z) е 





=> valeurs identiques aux extrémités 














Р, (u) + B P, (и,)) 
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Et pour le cas О=-1: 

Cas oo qo EAD BP, (и) _ GQ, (tt) + BQ, (un) A Kee 

as @ = 1 с z => valeurs impaires aux extremites 
«Р, -u)-BP, Cu) «О, Cu)- BQ, (Cu) 

«Р, (u,)* ВР, (ш) = -(a P. C4.) - B P, (-u)) 

«О, (u,)+ ВО, (i) = —[e 9, C) - ВО, Gul 


o(P, (Q4) P, '(=и„))+ (P, Qu) + P, Gul 
Cor) 41) (0 101-9, Cu) gl, Ga 9. Ca) 


л Sin(A,x) 
=a P, u.) + BP, (p) = ERO Dis о, +O, qu) 
o(Q, (Qi) - 0, Cu) 8(О, (u) + Q, (=и,„))= 
_ T (Соѕ(А,л) –1) 


=" > gina r (12.708) re B, a) + P, Cu) 


= Q, (1) + ВО, 5) = 
































T (Соз(А„л) -1) ' 
Sa P, (t) + BP, (и„)) 


De ces diverses formules on peut tirer une propriété remarquable des fonctions propres à savoir : 
a P. (u.) + B P, (u;) OG О, (02) + B Q, (4) 

a Р, (=u,.)-B P, Cu) œ Q, (=u,.)-B о, (745) 

P, (2) О, (2) 


Cas Ө=1= 














Fonctions propres Ф, (2) = paires 
^" aP Qu) BP, Gb) aQ,(n)+B9, (um) 
D, Cz)=%, (2) 
Cas Q@=-1= «Р, (u,)+ B P, (и,) _ «О, (u,)+ ВО, (u,) 
a P; (745)- В P, Cu) œ О, (745)- В О, (-u5) 
P, (z Z 
Fonctions propres Ф, (2) = a (2) e, (z) impaires 





a Р, (u,) * B P, (и) o О, (u.)+B О, (u5) 
D, Cz)= —, (z) 


Démontrons la propriétés de parité des fonctions propres, et raisonnons avec les fonctions propres 


P, (2) Q, z) 


de la forme : Ф, (z) = | 
e la forme Ф, ( ) a P, (u;) * B P, (1) 20, (u,) + ВО, (u) 
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Premier cas О=1 
On applique successivement les formules de liaison sur les fonctions de Legendre et les valeurs 
extrêmes sur l'intervalle, et cela donne : 























MN P, (2) О, (2) 
^^ aP, Qu)*BP,üs) «О, (u,)+ B Q, (и,) 
ЕС О, (2)Соз(А,л) + Q, (=z) z P, (2)Соз(А,л)-Р, (=z) 
м 7 Sin(A, m) 2(Соз(А„л)—1)( „ 25їп(А„т) Z (Соз(А,л) +Ü)( p 
шалу (UO. (12) + BO, (a) отау OPa a) BP, Un) 
D, (2) = — 2. OCA) +0, C2) P, (2)Cos(A,z)— P, (=z) 
TT" (Cosa) - o 0, (и) + ВО, (и,)) (Соз(А„т)+1е Р, Qu) * P, (д›)) 
Жүн л I 0 OQ, (0. 5 рл ы 
(Cos(,7)-1a Q; Q5) ВО, (i). (Cos) + Y: Р, (u,)+ B P, (il 
О, (2)+0, (-2) Р, (3) +P, (-z) 
D z =-Ф, z п - n n - n 
D P os Da О G+ PO, GD) (Cos) De P. Qi) B P, G) 








D _1 Q, (2) * Q, (=z) Р, (z)* P, (=z) 

a C) ; SP i 

"7 20 (Cos, - Jae 9, (и„)+ BO, (и„)) (Соз(А„т)+1Йе Р, (u,)+ B P, (и,)) 
Ф, (z) fonction paire 

Deuxième cas O=-1 


On applique également les formules de liaison sur les fonctions de Legendre et les valeurs 
extrêmes des dérivées premières, et cela donne : 



































T O. | 94.0 

"^ aP (ua) + BP, (th) «О, (us) + BO, (th) 

2 Q, (2)Cos(A,z) + О, (=z) 
т Sin(,r) Соз (т) ua BO, ul 

D CE л Sin(A, zt) 

л Р, (2)Cos(A,z) — P, (—z) 

"el CERA) o p Qu) ВР, (а) 

D, (2) - — 2 Ces) + О C2) Р, (z)Cos(m) - Р, (2) 

"© (Cosi) +100, Go) + BO, (u,)) (Cos) - 1a P. (u,) + B P, (u,)) 
фу 2.000600) 0-9, (01 Q, 2) Р, (ACHA) 1) E, G) 5, C2) 

(Соз(А„лт) +1000, (u) + ВО, GH — (Cos(A,z) — le P. (u,)+ ВР, (u,)) 
m 0, (2-9, Cz) P.G) P, Cz) 

^*^ (Соз(А„лт) le, Qu) ВО, ()) (Соз(А„л)—1е Р, (u,) + B P, (и,)) 
ics | Р, (2) - P, Cz) A 0, (2-0, C2) | 

| 2| (Cos(À,z) — Je Р, (и„)+ ВР, (и„)) (Соз(А„л)+1« О, (u,)+ ВО, (и,)) 





Ф, (z) fonction impaire 
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La conséquence des propriétés de parité des fonctions propres sur les intégrales utilisées dans le 
développement en série est immédiate, à savoir : 
Premier cas © =1=> Ф, (z) fonction paire 


Condition aux limites paire f (z) = f (=z) Condition aux limites impaire f (z) = — f (=z) 


A, = | dz f(z)b, (z) =2 | dz f(3)O; (2) 20 А, = | dz f(z)b, (z) = 0 


— 42 —H2 


Deuxième cas © = —1 — Ф, (z) fonction impaire 
Condition aux limites paire f (z) = f (=z) Condition aux limites impaire f (z) = — f (—z) 

H> H> H> 
À, = | dz f(2)®, (z) = 0 À E Í dz f(z)®, (2) =2 | dz f(z)b, (2) #0 

— 42 —H2 0 . 
En d'autres termes, lorsque la condition aux limites est paire, alors seules les coefficients des 
fonctions propres paires donnent un résultat non nul, par construction la solution est donc bien 
paire. Il en est de méme pour la condition aux limites impaire oü dans la série seuls les coefficients 
des fonctions propres impaires sont non nuls, conduisant à une solution impaire. 


En revenant aux propriétés connues d'un systéme de Sturm-Liouville, l'équation différentielle de la 
partie angulaire devient ici un système régulier de Sturm-Liouville, 
2 
p(z)-1-z = p(z)>0 p(-u,)= p[u,)=1- u, 
w(z)-1 
q(z) -0 
Dans ces conditions toutes les propriétés d'un systéme régulier de Sturm-Liouville s'appliquent et 
notamment : 
- il y a une infinité de valeur propres tendant vers l'infini 
- comme les conditions homogénes sont de Robin, et que les paramétres des conditions aux limites 
A Жы a 
mixtes sont ainsi : d, =G =ŒU >0; f, =B>0; 8, =-B=>Ë>0a #4 <0= 1, > (0), 
2 1 
les valeurs propres sont toutes positives, et de plus il y а un nombre grandissant de zéros des 
fonctions propres à mesure que les valeurs propres augmentent, en plus des deux zéros fixés aux 
extrémités par les conditions homogénes de Dirichlet 
- on peut fixer la plus petite valeur propre à la fonction propre ne possédant aucun zéro , par 
conséquent cette fonction propre de valeur propre minimale est nécessairement paire ( O-1) car 
elle s'annule en z-0 : Ф, (2),Ф, (0) = 0, Ө(А,) =1 


- concernant les fonctions propres де valeur propre supérieure, prenons Іа première 
immédiatement au dessus Ф, (2) A > alors d'après les propriétés dites d'oscillation, il y a 
1 


nécessairement au moins un zéro . Comme cette fonction ne peut comporter qu'un seul zéro, elle 
est nécessairement impaire et s'annule en zéro : Ф, (0)=0 donc Ф, (z) impaire, 9(4,) = -1 


- on étend le même raisonnement en appliquant successivement le théorëme "d'oscillation", pour 
conclure que Ф, (z) paire,O, (0) = 0,0(4,) = 2 zéros Puis alternativement pour les fonctions 


O(,)=(D" C.L. аФ, 'Cu,) ВФ, (-u;) - a; '(u,)+ ВФ, (u,) = 0 
propres `D. (z) paire, 2р zéros 0, (0) 0 
o d (z) impaire, 2p +] zéros Ф DR (0) = 0 
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Illustrons ces résultats par les graphes des 10 premières fonctions propres du problème de Robin 
homogène aux valeurs d'angles et de paramètres de conditions aux limites : 

9Q=r7/7 0,=6z/7 a=1/2 B=1/2 dont voici les trente premières valeurs propres : 
0.158808,1.32868,2.5988,3.92371,5.27689,6.64555,8.02332,9.40682,10.7941,12.1841,13.576,14. 
9692,16.3636,17.7588,19.1547,20.5511,21.9479,23.3451,24.7427,26.1404,27.5384,28.9366,30.33 
5,31.7335,33.1321,34.5308,35.9296,37.3285,38.7275,40.1266 : 
À0=0.158808 | Ào7 1.32868 

















-0.5 


À= 2.5988 














Ae 5.27689 





_ MyLegendreQ(A, z) 
DLegendreQ(Ap.p2) 
_ MyLegendreQ(A, z) 
DLegendreQ(An.u2) 
_ MylegendreQ(A, z) 
DLegendreQ(An.u2) 
_ MyLegendreQ(A, z) 
DLegendreQ(Àn 2) 
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Calcul de la norme des fonctions propres du problème aux limites de Dirichlet 


Pour le calcul de la norme des fonctions propres on remarque que les formules concernant la 
dérivée première en z des fonctions de Legendre de deuxième espèces est identique, à savoir : 


0Q, (z) _ + (zQ.(2)-Q, (H Vv»0e9 ouN 
02 2°—1 


0Q/(z) 1 

ô 2-1 
Le résultat obtenu précédemment avec les seules fonctions de premiére espéce est donc applicable 
aux fonction de Legendre de deuxiéme espéce (théoriquement calculable): 


lo. Yz О, ()-О, 4e»ao, aC) 0: 2) 0, (2) ©. 4e ell 
Іо. =], dz 9, (z) = (22, +1) j 


Et ce qui est vrai pour les fonctions de Legendre de première et deuxième espèces, l'est également 
pour toute combinaison linéaire :Ф, (2) = aP, (2) - bQ, (2) : 


ob, z Ho 
H (z) Pa (z) Е Ф, (2)}+ dE at e == o, . (2) a8 


1 





(zv О/()-(у +u) (2)) ous De H ou N 








1 











le, ( 


H> 

z) = E AT ` (22, +1) 

On peut E opter pour une évaluation numérique directe des normes des fonctions 
propres. En effet les formules de calcul des dérivées paramétriques (en А) des fonctions de 
Legendre de premiére et deuxiéme espéce ont la désagréable habitude de diverger lorsque les 
valeurs propres sont d'indice supérieur (soit les grandes valeurs propres). Cela rend totalement 
inefficace leur utilisation car dans ce cas il faut accumuler un grand nombre de termes dans les 
séries pour espérer avoir une convergence. On donnera donc également les formules des solutions 
en gardant la notation littérale sans développement ultérieur 


Ie, ( dz 5, (2) 


2] = H> 


La norme 4 la fonction propre se calcul avec cette formule établie précédemment : 














DS 
Ie. o = (22, +1) = 
е-е] 
comme, (и) 9, (а) 0 [e С ор = 


À Ф, (u) TR 


=——— Ф — te 
ei 1,5) ai p» au) РУ] 
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Partons des fonctions propres et réalisons une dérivation formelle par rapport aux paramètres : 
К 20 АЦО мах ш 
^'^ BG) Ош) A Ei O QG) дА 

P. (2) OP, (и) Qu. (2) OO. (и) 
(^q) oa (Qu e 


9e, (z) — 1 E P, (2) ce [eo О, (2) = 











04 Р,(и)| 0A P.(u) дА Q (u) 04  Q,(u) дА 
= op; (д) = 0 Oh, (u) 20 
OÀ OÀ 





ôD, Lol 1 | OP, (a,) Р, (2) P, (u) 1 |020, (u) О, (z) 00, (ш) 
д5 Р, (th) д5 P, (щш) д5 Q, (t) д5 О, (4) д5 


Avec се résultat la norme se calcule finalement comme suit : 
É À дФ (u.) P. (ul О, (t) 
PRENSA EO: 
E is P.) О, Qn) 
І É (ш) Р, (ш) p, = 
2_ À, Р, 106) Q, 100) P, Qu) 0A P, (щш) дА 
= lo, (2) 


(22,+1)| Б (а) On) 1 2 (ш) О, Q1) 20, e] 

















Oil 0904 Q, (a) 0A 
0o, (u.) 2 4, 
On note N, 79, (m) — = |o, (z) "Qa +U 





1 | OP. (x) Р, (u,) OP, (щш) 
N E d P, Qu) дА P, (m) 04 


P Ga) —Q,) 1 |дО, (и) О, (а) Q, (щш) 
О, (ш) дА О, (4) дА 
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Pour ce qui est des dérivées premières des fonctions de deuxième espèce du paramètre réel v, les 
formules sont plus complexes et ont déjà été données auparavant dans le texte: 


(ri) 9,69 _ C560 9 ty wE (2) 4 
ду Sin(zv) 


+56 "EI al Zeen 70 ven: Y (k- {5 



































ГОУ el 
(F3) > 
CREY рауан BEE -y(t-p+9)+Y0+ uie RO- 
Sin(xv) Sin(zv) 
E IG Së" SE Y CIU uwenne А 
2400210385, (z-D"^ & (2,0 +v), икин» ES] 


(z - D^"? ZT(1+u4u+k) k! 


1— 
Vv> 0e%,v ez tel que =^ <1 








(F4) > 


-(1-u+v),,(W(1+u+v)-w(1-u+v))P,"(2)+ 
ôQ 2) _ m en QUE S. l e “| sv $ IN er, Een 
у у 


























ду 2Sin(z u) (z 1^ eXT(k — ua T) kt ^ 
_ ]\4/2 k=% ab jek rb > 
hun 2207 xz) see eese 
(+) £zsI(k-u-1DKkM 2 JI sn v v+] 
Vv>0e% tel que ш: <1 
ой 
a), est le symbole de Pochhammer (aq = а (a+ 1) ---(a + k-1) = ———— 
(a), est le symbole de Pochh (aq =a (a+ I) ---(а+ k-I) E 
a 
Г([) fonction Gamma 
y (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma = y (a) = = 
a 


y © (a) dérivée première de la fonction Digamma 


St? nombre de Stirling de première espèce 
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Si l'on prend une fonction propre de la forme : 
Р, 

Ф, (z) = (2) О, (2) 
P, (5) Qu. (u5) 

il vient : 





D (z)= Pa (z) О, (z) _ Ф, (2) _ 1 ОР, LG) 1 TON (z) 
PRG) QUU) À B) ôA QU) a 


P, (z) OP, (u5) О, (z) OC, (u5) 

(iG) әл (gu дА 

GES, 1 OB (2 Р, 0 ôP, (m) 1 |00,(2) О, (2) 20, (u) 
0A P, (u5) дА Р, (45) д5 О, (45) дА О, (45) дА 


00, ul, 0o, (4) o 
QA QA 
op, (u) 1 É (ш) P, (ш) ФР, = 1 Е (и) О, (ш) Q, = 


04 Bh 64 Rui дА Q,(u) 04 О,(ш) дА 


Et la norme s'écrit : 



































2 ob, (и) Р. au) Om) 
lea 2) NO T Ta b 
1 ОР, (ш) Р, (u) OP, (ш) 
=> |, ( z)f = Р, ml Q, (z) P, (би) 04, „ом, 
SS Ë 1) IP: (u5) Qu. (u5) 1 20, (4) О, (4) 0Q, (u5) 
E О, (4) д5 Qu, (4) дА 
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Calcul de la norme des fonctions propres du problème aux limites de Neumann 


Pour ce calcul, on va momentanément revenir à la formule originale établie pour des fonctions 
propres sphériques : 


[ 2E ОФ, 2) 5 оа) 














и; дА Oz " OzOA 
| (о, (2) = (24, x D) : 
e^o, LG) 
Cong oo, (би) _ ОФ, , Gb) _ o> fa (о, (2) = t- CR Il sei 0202, [| 
дг oz (22, +1) 


Hi 
Sachant cela, partons des fonctions propres et réalisons une dérivation formelle par rapport aux 
paramètres des fonctions propres du problème de Neumann : 


ФР, (ш 20, б 
B'(a)- Gn) Q; (4) 


Q, Q4) = 
ТК О Gs ж о 20 O 000000 





Oz j Oz 


"Bey О, CD) 04 Ei O  Q,'(u) дА 
| Po Sp 0, (2) ou 








(Р, (и) ôâôz uf om 


_ 26,6) Ion EG PP D| 1 |20,0) 0,00) 20, (а) 
ôA Lia 6 Р) OA | О) 6 O'h) Gë 


Ф, (z) 1 Е Pg GH 1 LZ О, '=) E 








Ge "El Ce Р, (а) 02 | Ош) OM Owi 002 
e^o e^o 

(а) o nl, 

0402 0402 





dO: (H) tr [OB.05) P 05)8 P. Ga) 1 100,05) О, '(ш,)д°О, (u) 
64672 Р,'(и)| 6407 Р, (ш) 6467 | О,'(и)| Aë Ou) 046 
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On peut aussi développer la dérivée en z des fonctions de Legendre : 
ôP, (z) А P,O "Bb, A, ( 0B.) ӘР, 10) 








= л Р. — Р = = 
27 aut , @-P, 109) ESCH 22 —1 zu d T 


P (2) _ 1 ФР, (z) А, ( 0P,C) ӘР, O) CO) 190,6), A, (20,00) 20, 102) 
0602 А, ёг 2°—1 дА дА 0204, À, д z? -1 дА дА 


op (u) - А, [^ OP, (шщ) ха) В, (45) Ao [^ OP, (4) Se 
Y id 











0A0z дА дА GI и, -1 дА дА 


GO, (шщ) _ ^ [^ OO. (шщ) 0. а) CO (u5) _ À, [^ OO. (4) Sie 


00 m -1 дА дА 0467 y, -1 дА дА 

















Р, (ш) = (uP, (1) - P, a0) P и) = (P, (14) Р, Un) 
4 —1 u, -1 
О, (E "LS (4) — O, ul Q, '(u,) = "ELS (45) - O, ui 





SO hu) 1 [PP (t) Р, '(и,)д?Р, (t) 1 120, (и) О, (и) О, (ш) 
64872 Р,'(и)| 6407 Р, (ш) 0A Q,'(u)| 646 О, шщ) дА0= 


Avec се résultat Іа погте se calcule finalement comme suit : 














1- yo, д? o, 9$, (1) 
jo Gp a) ш о „Айю 0,09) 
i: (2A, +1) MUST p (Qu) O, Ga) 
á = — Р, 2 À 2 eo, 2 
= |e, (z) = ( H E Mil О, (H d . (Gb) 
(24, -1) P, (и) О,'(и)| 20А 


Оп note N,=®, (ш) 9.09. = lo, ( zJ = (=), 


0z0A (22, +1) N, 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Si l'on prend une fonction propre de la forme : 
Р, 
Ф, (с) = м (z) о, (2) 
P, (4) О, (4) 





II vient : 
OP, (u, óQ, (15 
Р, ш) = r l Qu, '(u 0-28 


PO QC) _ ӧФ, (2) 1 op 1 20, (2) 

PU) Qj. À Ри) дА Ou ёл 

| Р, (2) @P (u) QC) 9Q, = 

Gul 0202: Ou on 

_ ê@„ (z) — 1 E GH _ P,O dP, ша l E c) Q,C) 20, e] 


04 "Eu 04 Р,'(и) 0A IO 64 Ou) 002 


_ Cë-Jl 1 [2,0 BG) PP w| 1 (1020,00) 0,0) PQ, (an) 
0107 — P,'Qu)| 0202 Bi 0A0z | О, и) д4: О, (ш) GA 


oo, (u) -0 Co, (а) 


























+ 0 
0À0z 0A0z 
GP (и) = А, 7 OP, (и) OP, (44) QU. (4) = À, ü OP, (д) OP, (4) 
667 и -1\' дА дА 7 дА 





CAGE. dol дА дА дА дА 


GO, (д) _ À, | OO. (4) zu CO (4) _ À | 20, (45) d 
Hi 2 H, 
0A0z u, -1 


À À 
Р, '(m)= =a (sP. (4)- P, nl P,'(a)= et, (u) P, ul 
p D 


О, (д) = Zë, (4) — О, (u) o, (45) 7 — (9, (45) - О, (u) 


1 H, 





ZD, (m) — 1 | PP (A) PNR, (a) 1 (00,0) 0") 00, (c) 
0A0z Р, '(и,) Oz Р, '(и,) 0A0z О, '(u5) OÀ0z Q, '(u;) 00z 


Avec ces résultats la norme se calcule finalement comme suit : 


(1 - a jo, VE д°Ф, 90, (и) 
: : OzOA Ф, (ш) = Р. (д) О, (д) 


Іо. = (22, +1) 2d P'a) Ou? 


— lo (=) = (1 SS uj) P, (u) OQ, (д) eo, (д) 
aA 04,40) Р, '(и,) Oil 664 
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Calcul de la norme des fonctions propres du problème aux limites de Robin 





Les fonctions propres sont de la forme : Ф, (z) = | P) | сы) 
E a, P, (4) - DP. (д) oC, (4) - DO. (д) 

Et le système de fonctions propres еї de valeurs propres provient des racines de l'équation 
transcendantale : 

Р, (2) O, (2) 
of, (и,)— В.Р, (u) o, (и,)— В.О, (д) 
SE (4) + BP, (45) _ 02,0, (45) + DO. (45) is oo, (4) - В.Ф, (44) = 0 
a P, 4) — ВР, (ш) a, О, (4) - BQ, (д) aD, (45) + Dh, (u,)=0 


Partons de l'expression suivante possible pour le calcul des normes : 


[ 2E ôP, (2) _ 222 


E" ôA а ‚М sai 
(o, C)| = | 4o, o} = QA, +1) 


Sachant cela, partons également des fonctions propres et réalisons une dérivation formelle par 
rapport aux paramétres des fonctions propres du probléme de Robin: 


OP, (th) 20, (ш) Р, (2) О, (2) 
Р.м) = = „ '(и)=———— Ф, (z)= - n | n 
| GE Oz < Í SS | l ) a, Pa (4) - DP (ш) o, (ш) DC, (дщ) 





Ф, (2) = 








Hi 











Oz 
00, (z) 1 ôP, (z) l д0, (2) 
дА aP. (ш) < DP (ш) дА o, (д) E DO, (д) дА 





OC, (д) 





Р, (2) | ФР, (ш) Р ОД О, (2) l 20, (д) Р 
Q | Q D | 


|Р, (u= ВР, Il ` 026 дА О, (u) ВО, (и, 0À0z 


oo, (z) _ І ФР, (2) P, (2) а.и) o В, (и) 
oO ар (и)-ВР, (ш) 62 (aP ROT ВР, (u) ддс '! ôA 


1 OO. (z) О, (2) GO, (и) OO. (и) 

= Fa дА асл oaas D дА | 
OP. (2). ӘР, (2) 

ôw, (z) ` ôv, (2) I O s 


> 














=> G, 


дА 





Р, (а) BP. (ш) ai: "oi 


0M oi (Р (ш) -ВР, ail P, E- ARP, (2) ` ФР, (u) ыш) 2 














l „ FQ) 490.0) (mg. 0-20, C») le 00, (a) _ , д0, si 
(О, (u) BO, ul ^ oaa "` әл (mQ.Q- ВО, (u) ^ дд; әл 
д o, (д) oo, (и,) -0 д o, (ш), дФ (и,) Z 0 





EES (a 927 5495 ? ` aa 


| 
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Là encore on parvient à une simplification « relative » du calcul de la norme : 


( SE SEN s Ji 




















ME дА дг i д20А 
19.0) Ex (o. f = (22, +1) 
Cp, (и) 2 00, (и) 
` 0A8z ` дА 
ad ОВЕ EE со Оа) 
дА Oz i OzOA дА Oz а дА 








o, (4) 


дФ (и,) дФ (и,) 
=> 
дА Ôz 


eo, (д) Е dD, (и,) дФ (ш) В, Е 
D, (ш) |-0 
OzOÀ дА Oz OQ 7 


ob, (u5) 0o, (4) 
дА Ôz 


(24, +1) 





P, (4) 


o, (4) 
OzOA 





2 ^ ( «| 
— lo, (z) = fa (о, (2) = 


II suffit de calculer la dérivée seconde à l'aide des expressions suivantes: 


ob, (z) _ 1 ôP, (z) Р, (2) д?Р, (щш) „ФР, (u) 
ôA aP -BP G| 0A aP. Go-BP,Go) ` OA |" дА 


1 д0, (2) О, (=) |а CO. (ш) в. 20, 2) 
ad (u) ВО, (u) 04 [wQ ш) вО, (ш) ` e ^ дя 


Ф, (z) 1 E (z) Р, (2) | ФР, (u) д, 25. e) 


= 7 ï [04 
Әлдә le,P,(u)- AP. il Әсә (аР, (ш)- ВР, (u) ` 022 дА 


1 20, (z) О, (2) a £9.00. g 90, ш) 
(lad, (u) ВО, (4) 0202 (aQ. Gu) ВО, (QD) ^ o "ai 


soit à l'aide des valeurs des dérivées premiéres et secondes des fonctions de Legendre: 
OP. (u) _ 2, | OP, (u) 22] GP (и) _ A, | OP, (u) "d 
1 1 2 


























OI: u’- дА дА 0467  uj-1 дА дА 
o° Q, (шщ) Е А, ? OO. LO) 20, un) CO (4) _ À, H OO. (45) 20, a0) 
0M — ци -1\'' дА дА 6467 — u -1° дА дА 


' À, Ё 1, 
P, ai: Pusti: (4) Р, Al P, '0n)= "LE (u) Р, ll 


1 2 


O, 0) = ng, 00-0, uni 0,07 0, 0-0, 10) 


1 2 
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La norme devient : 



































D = P, (2) О, (45) 
À (z) = | | 
k a Pa, (44) - В.Р, (4) oC, (44) - DO. (ш) 
OD, (45) _ P. (45) Q. (45) 
д2 a, P. (4) - DP (д) o, (ш) - DC. (ш) 
op, (m) _ l OP, (a) P, (ш) P. Qa) _ g OP, (a) 
À аР, (ш)-ВР, (u) 9A (œP, (m)-pP Qu) дд  " дА 
1 20, (ш) Q, (ш) С OQ, (ш) g ŠQ, = 
o, (u) - ВО, (u) oi (20, D-O, (u) ^ ox "oi 
co, (u) _ 1 CP, (и,) P, (и,) д?Р, (1) в OP, (щш) 
oaz (аР, (и)-ВР, Qu))| Әләг (ор, (и)-ВР, (u) ә ‘ 0A J| 
| CO. (u.) О, Qu) 4, Qa (th) o 0, (4) 
(a0, (u) BO, ul 0202 (ао, (0 - BO, il" дА& ' oi 
2 ôP, 2 o, 2 eo, 2 
1-а, | „ч „и sue 20 | 
2 H E OzOÀ 
|o, (z) = LE (о, (2)} = Ол, x 1) 


Certes l'expression n'est pas simple ! 
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Imaginons de prendre les fonctions propres sous la forme : 
Р, (z) Q, (z) 
D, (z) = ' ' š 
а,Р, (u,)+ ВР, (05) 0,0, (u,)+ В,0, (6) 
Alors on calculerait les dérivées paramétriques comme suit : 


















































CP, (4) 20, (4) P, (2) О, (2) 
P, (uu)  — „ ш) = = D, (z)= ' ` ' ` 
ud 0z SE д2 ( ) a, P, (ш) + BP (и) 0,0, (ш) + В.О, (4) 
_ ô0, (z) _ l ôP, (2) 1 00, C) 
дА «Р, (45) + BP. (и) дА o, (u,)+ DO (и) дА 
Р, (2) | ОВИ). OB. = О, (2) | 09.5) OO, (u 
' 2 a + В, ' 2 o + 2 
(a. P, (45) + BP, (u, )) 010z д5 (0.0, (ш) + DO, (u..)) 0A0z 0A 
_. ô@„ (z) _ 1 ôP, (2) Р, (2) „ P. (t) о 3P, (ш) 
04 о„Р,(и)+ЬР,(и)| 64 (al. Qu) * [P Al ^ aaz ^ дА 
1 00, (2) О, (2) , 020, Qu) в CO. el 
o (u,)+ DO, (4) дА [z.Q, (45) + DO, (,)) ` 626 ^ дА 
SE (2), pa (z) 
n Co, (z) p ОР (z) 1 0A0z дА 
Kë 2 =з D ' 2 = 
020 o ` (aB, (m) + ВР, (u) _ (аР) ВР, O) (0Р0) g ôP.) 
(Р, (и,)+ В.Р, (и) ^ дг Әл 
| г?О, (z) „ 20, (с) (0, (+80, c) | 020, (ш), 00, 2 
; а + p, Kë + p, 
(0, (u5) + DO (ul дАд# дА (0, (u5) + DO (,)) OA0z дА 


o, (u.) x oo, (u.) =0 2 ow, (д) ОФ (д) 
0A0z ^ дд ' Az ' дА 
Là encore on parvient à une simplification < relative > du calcul de la norme : 


( “| (z) op; (z) ®, (2) Co, e 








z0 


2 
































(Y и; | y дА Oz { 0z0A 
Ф, Ich = |dzib, (Df = zi 
(o, (2) | А, (24, +1) 
eo, (u) ps ob, (u) 
^ 9402 Sr дА 
2 
1 98. (0) 00; 00 e |. [99.02 90,05) Me шуш) 
дА Oz 0z0A дА д a, дА 
op, (4,) ÔD; (и,) 00, (m) | 00, (и,)(2Ф, (и) 5, 
п п Ф п = n n D — 
=| дА ES dier F r а, АЧ) 
ôD, (4) 0D, (14) d'O, (ш) 
(17 1 ER PA о аурад). 
2 4 z OzOA 
= |, (z) = [= (о, (2) = 
Hi 


(24, +1) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


II suffit de calculer la dérivée seconde à l'aide des expressions suivantes: 


oo, (z) _ | ôP, (2) Р, (2) B.G) в ôP, (t) 
А aP, (и,)+ ВР, Qu) дл (Р; (0) + В,Р, (u) ^ Әлдә °? дА 


1 OC, (2) Q, (2) Ü CO (4) +8 OO. (4) 
o (u,)+ DO, (4) дА (0.0, (4) + DO, (,)) ` Aoz A дА 


Cp, (z) _ l ôP, (z) Р, (2) ZP. (I) o 9,0) 
дА; — aP, (u) P,P, (u) д4; (al (u)+ В.Р, (и) * дё ^ ôA J 


l 2o, (z) О, (2) 00, (и), 20, (u) 
0.0, (п) + ВО, =| 020 — ei, (u) + B.O, e oraz ` дА | 
soit д l'aide des valeurs des dérivées premiëres et secondes des fonctions de Legendre: 
OP (u) A [^ OP, (u) Б OP (и) A | ОР, (u) 9) 
lU Ge? 


Oz mê- дА дА OI: — uy - дА дА 


OQ (u) A ii 00, (u) 20, .(u)| 200, (UL) 2, ii CO. (5) 020, (u) 
©4687 ищ -1\'' oi дА 0487 и,-1\'^_ дА дА 





























À H 
Р, шщ) = ue, Qu) - P, al Fus lb (и) P, Al 
































u -1 u, c 
À À 
О, "ш)= "NL (4)-Q, dal О, Gi = uiuo. (b) - O, Al 
La norme devient : 
D = P, (2) o (2) 
А, (2) = ' ï 
a P. (и„) + BP. (t) 0,0, (u,) + B,Q, (ш) 
oo, (ш) Е Р, (ш) Ор. (44) 
Oz GE (4) + DP (45) 2,0, (45) + DO. (45) 
ob, (ищ) _ І ФР, (14) Р, (14) dP. бы) р OP, Ut) 
ôA — aP (u) + ВР, (u) ӧл (Р (и) + BP Gn), ° og ^ 0A 
1 20, (m) О, (а) С 9'Q, (s) в 20, 2 
aO, (u) + BQ, ul Ai (0,0, (QD BO, QD), ° дё ^ дй 
oe, (a) _ | & P, (ш) P, (m) DORE). EE 
ðAð aP, Qu) + P:P, (и) 0 (aP, Qu) BP, (a), д ол Ir 
1 GO, (д) Qi. (д) @ dQ, (4) +8 20, (4) 
oi (u) + В.О, ll 040 (0,0, u) + BQ, ul" дд "^ әл 
2 Ch, 1 ob, 1 9o, 1 
(u | 7 Ge o, Dee) 
2 2 2 OzOA 
A (z) = faz (о, (2)} = 


(24, +1) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Section conique-sphérique pleine entre les angles 0,,0;, en coordonnées sphériques (r, 0) 
soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes en r=l„ homogènes еп 8, et 0; 


Soit le problème : 
AT(r,0)= 0 

T(r.9), , = f, (Cos(0)) 

T(r,9), , = 0 

T(r,9), ,, =0 

T(r,0) fini 





La solution doit comporter les mémes contraintes que pour les solutions sur la sphére, à savoir 


T(r,0) fini 
T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0) = T(r,O) 
T(r,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 


Pour respecter la condition aux limites 

T(r.9), & -0 

T(r.0)|, ,, =0 

on est amené à rechercher une extension des polynômes de Legendre de degré entier à des 
кезек (CoO) , ainsi que des fonctions de 


fonctions de Legendre de degré non entier À„ 
Q,(Cos(0)) > О, (Соѕ(Ө)) 


Legendre de deuxième espèce : 


Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En respectant la contrainte de finitude et par principe de superposition on recherche la solution 
sous la forme d'une série : 


T(r,0)= Y. r* (C„P, (Соз(Ө))+ D„Q, (Соз(Ө))) 


nz, jo 





А P d C.P. (C. ө р С 9 -0 D =-C P, (Cos(0,)) 
(r, 1,6 = = C, A, os( „)) + „О, ( os( „)) = — L; = " О, (Cos(0,)) 


=> T(r,0)o > rc 


n#0,+œ 





P,(Cos(0) Q, (Cos(0)) 
É (Cos(0,) О, (Соз(Ө, d 
| Р, (Cos(9.)) О, Se ET 
P, (Cos(0,)) Q, (Соѕ(Ө,)) 
Р, (Cos(9,)) О, (Cos(0,)) 
s P, (Cos(0,)) П О, (Cos(0,)) 
Comme 0, > 0, = Cos(0,) < Cos(0,) 
on pose u, = Cos(0,) et и, = Cos(0,) de telle manière que u, < u, 
" P, (u,) О, (ш) 
" Р, (u) О, (u) 
P, (Cos(0)) О, (Cos(0)) 
P, (Cos(0,)) Q, (Cos(0,)) 
P.G) О, (2) 
Р, (и) О, (щш) 





T(r,9), , =0= У, r^C, 


n#0,+œ 











Ф, (Cos(0)) = et z = Cos(0) 





Ф, (2) = 


|е, (Cos(0))| = | dO 51п(Ө)(Ф, (Cos(0))) = fa, (2) = falo, (2) it 


H> щ 
Exemple 


si l'on prend l'angle б=л/7 0, =6z/7 alors les 10 premières valeurs propres À, = 0.785441, 
2.23009, 3.64994, 5.06115, 6.46833, 7.8733, 9.27695, 10.6797, 12.0819, 13.4837 


si l'on prend l'angle K=T1T 6,-5 л 14, alors les 10 premières valeurs propres À„ = 4.1092, 
8.80259, 13.4792, 18.1509, 22.8207, 27.4895, 32.1576, 36.8254, 41.493, 46.1603 


Les fonctions propres du problème de Sturm-Liouville s'écrivent donc : 
P,(Cos(0) О, (Cos(0)) 








Pa p (Cos(6,). 0, (Соз(Ө,)) 
Ou 

P, (z „ Œ 
aan. 2.0 9,0 


P (п) О, (щш) 
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La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l„ donne : 
P, (4) e Qu, (4) 
E, (шщ) О, (4) 


_ P.G) ОО) Ao aeo (ү 
Р, (и) Q, (a) "Jl |, 000) Ca, + 1) её 2) 


u = Cos(0,); H= Cos(0,) А, tq 





z-Cos(0) @ (z) 








B, = fa ЉС) P. (z) С, = fe ЉС) 9, (2) 








B, С, | 
Т(г,Ө)= Y. (24, +1) 6 (д) Q, (ищ) В “|Р, (Cos(0)) Qu, (Со5(0)) 
SES up N, L) A eet Og 
ои bien 








В, С, 
T(0)- Y) É (и) Q, = | r ) Р, (Cos(9)) О, (Cos(0) 
н |е, (КЛ G) бш) 
En prenant en compte les formules d'intégrales indéfinies : 


(1) faz P, (z)= Pal ERG) fa О, (z)= Q,„(z)-2,(2) 




















2v +1 2v +1 
(2) faz P, (z) = "Jet zP, (z) faz О, (z) - — zQ, (z) 
(3) [4 P, (z)= — Pale) [& О, (z)- zQ, 0.48) 
kd E 
(4) faz El fa Q,(z)= TOTS 
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Lorsque la fonction limite %(2)=1, on a 


и» Ho ob H 
В, = Í dz P, (z) C,= [& 2) NE o, p.) Late) 
Д 


A 
en utilisant les trois formes des intégrales indéfinies 
Р, аб) P, и) (P аба) ll Á 0,4079, 1и) (0, аа) - О, Un) 
(24, +1)Р, (ш) | (24, +1)О, (ш) 
gio Ba (a) Pay (19) (Р, аба) tel e Dan) Qi) (0, (ш) 0, 10) 
| P, (и) Í О, (д) 








(= B, = 









































rô) = y 1 Di Р, (Cos(9)) О, (Соз(0)) 
ИИ С AL Р, (u) О, (44) 
ои bien 
(2) B = џ P, (4) " Р, (41) - P, (4) us. 107 = Qu. (4) de Q, (ul: Q, (n) i 
ab P, ' " 0, (ш) Q, (ш) ; 
soit В '= SE ES ë Ce EC R 
A, M4 A, M4 
roo- у 221068, Sab ` ( P, (Cos(0) О, (Cos(0)) 
os. dd N, 1, P, (14) О, (и) 
ou bien 
Р, zii) P. (44) P, (4) О, a05)- 0, an) О, (4) 
3 t SIRE : 25 1 C= ` YA 1 
G)- в, Р, (u) рш О, (u) от. 
soit B '= NIU EM et C '= ECT 
A, Mf A, Mf 
reo- y Cat) Be J Р, (Cos(9)) О, (Cos(8) 
5 vie dall, +) N, UL Р, (ш) О, (ш) 
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Avec les formes littérales des normes des fonctions propres : 


P. (2) Q, (z) 2 ш 2 
DENTS О, (u) [ox fe =), 2,0) 


Pan (45) — Pa (45) — (P. (ш) Р, 1 (д, )) 





i On (u5)— О, (15) = oO. (4) - ds (ш) 






































SE P. (a) C, О, (4) 
re,o- Y; WG E Keis GH 
л» (24, +1), (2) V P (u) 0, (m) 
ou bien 
(lp Ba) B (b) „ e Qâ (Pt) 0,408) 
P. (ta) О, (ш) 
г.) У, s [AO Sen 
voce А, |, (z)| V, Р, (u) О, (u) 
ou bien 
(3)= в Рана) Bet) „ c Фън) Qaei Uh) 
Р, (14) Q, (щш) 
T(8)- У 1 всу r) (Anm Z 
„®= (A, +1) |o, (z) L P, (u) О, (u) 





Le cas particulier ой Ө›=т- ©, entraînant u=- po. Cela donne une condition aux limites paires et il 
s'ensuit que la solution du probléme aux limites doit également étre paire. Plus généralement un 
probléme pour lequel =n- ĝi, ш=- р, avec une condition aux limites paire doit normalement 
conduire à une solution paire : 

7,00) = f,(z -0)= T(r,O) = T(r,z —0) 

avec une condition aux limites impaire doit normalement conduire à une solution impaire : 

7,00) 2 f, (x -0)  T(r,0) = —T(r,z — 0) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Section sphérique pleine entre les angles ӨӨ», en coordonnées sphériques (r,O) soumise 
à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogénes en г=\„ de Neumann homogènes en Ө, et 6; 


Soit le probléme : 
AT(r,0)=0 


T(r,0)., = f, (Cos(0)) avec z = Cos(0) 
T;(r.0)),_, =0 
7.07.0), =0 


T(r,0) fini 

La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(r,0) fini 

T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0)=T(r,0) 

T(r,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 

On est amené comme dans l'exemple précédent à rechercher une série comportant les extensions 
des fonctions de Legendre de premiére et deuxiéme espéce de degré entier à des degrés non entier 
Àn. Soit Сонын (Caste) ; омеае) s . En respectant la contrainte de 


finitude et par principe de superposition on recherche la solution sous la forme: 
T(r,0)= В,+ Yr” (CP, (Соз(Ө)) + D,Q, (Cos(0)) Comme Ө, > 0, => Cos(6,) < Соз(Ө,) 


n3*0,-oo 


on pose u, = Cos(0,) et u, = Соѕ(Ө,) de telle manière que u, < u, 


i A i A 
ER P, Qn) = п (аР, (t) - P, (и) 








1 2 


Ouni aQ, 8. al ©, = 73 (0, U) - 0, (и) 


1 2 








| A A 
EELER 














H = цг = 
(аР, Q4) =P; д) i Р, (2) 0, (2) 
D, = - : T(r,z)o "C z a 
Е " Lu, (ш) = Qu, -1 (и, )) 2 2 { E (д) = Pa -1 (и,)) (О, (д) = О, -1 (u)) 
T@; 0) =0= > p^ С, À, (uP, (и„)— P. a ) (u0, (u,)— ds (2,)) =0 
Be n#0,+œ u, -1 (АР, (4) — P, -1 (4)) (40, 4) — О, a04)) 


(Р, (45) — Pp. -1 (и,)) _ (2.0, (45) — OQ, à (u,)) 
(АР, (щш) Sei P, -1 (и,)) u Lu, LO) ы O, \(и,)) 
Р, (u,) О, (ш) 
Р, (и) О, (a) 
Pi OG 
ОР (a) O, (а) 





soit À, tq À,=0 


Ou encore 





o, (z) 





lo, c = fao, c» 
д, 


| 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple 


si l'on prend l'angle À =7/7 0, =7/2-0 =5 77/14. glors les 20 premières valeurs propres À, = 


4.33461, 8.92499, 13.5624, 18.2138, 22.8712, 27.5316, 32.1938, 36.8571, 41.5211, 46.1857, 
50.8506, 55.5158, 60.1813, 64.8469, 69.5127, 74.1786, 78.8445, 83.5106, 88.1767, 92.8428 


si l'on prend l'angle hÒ =7/7 0,22 —0,-62/7 alors les 20 premières valeurs propres À, = 
1.19646, 2.49885, 3.8465, 5.21496, 6.59421, 7.97964, 9.36888, 10.7606, 12.1541, 13.5489, 
14.9445, 16.3409, 17.7378, 19.1352, 20.5328, 21.9308, 23.329, 24.7274, 26.126, 27.5247 


si l'on prend l'angle 0 =z/14 6, =3л/7, alors les 20 premières valeurs propres À, = 2.60589, 
5.30231, 8.04798, 10.8157, 13.5946, 16.3799, 19.1691, 21.9608, 24.7542, 27.5489, 30.3446, 
33.1409, 35.9378, 38.7352, 41.5329, 44.3308, 47.129, 49.9274, 52.726, 55.5247 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l„ donne : 
z = Cos(9) u, = Со5(0,); и, = Cos(0,) 


(uP, (u,)— P, -1 (u,)) _ (4.0, (4) — О, -1 (ul 








À, tq À,=0 B, = v SE 
Se (аР, 0а) P, ul (0, (u) - O, Aal | "e 
P. (2) _ O, (2) r 
Ф, (2) =_” r В, = | dz hZ) P, (2) С, = | dz f,(2)0, Cz 
(RA 70, (а) | f.) Р, (2) | hE) Q, E) 
B, C, 





n 


Р, (и) О, (Z) 














Ф, „из 

ug. 3 er (еб bit 

_ (24, + D (22, +1) à Ж 

: | 7 | É (Cos(0)) on Se 
В "AL Р, (щш) Q, '(4) 
T(r,0)= >+ > : А 2 
ІФ, (2) n#0,+œ |o, (z) 
ob (ш) ФФ, (u, 

сотте al ) = L ) =0 < д o, (4) — Ф, (41) =H, o, (45) - Ф, (4) -0 


La norme, comme on l'a vu se calcule à partir des données suivantes : 
dP. (ш) _ 4, | OP, (д) 22] pom. (u5) _ À, | OP, (u5) OP, del 
-] -] 





0A0z 0A дА ОАд2 OÀ дА 


GO. (u) ` À, [^ 20, (ш) SC CO. (u) _ A [^ OO. (4) SC 
j^ 2 


дА дА А02: pl дА дА 





0AO0z u? - 


ôP, (и, À дР, (и, А 
E — p Al P (aP G) B (0) L р а) = —R— (nA, G1) PU) 
2 u -1 02 u, -1 

Ô À j Àn 2. 

22.00 LÒ. u ni: n. (ui O, nl © ш) ot m=- (1.0, (u,)— Q, ,G)) 





dO, (u) — 1 [PP (a) P,'(u) € P, (u) 1 |20, (ш) _О„'(ш„)д?О„ (и) 
0167 Р,'(и)| Aë P (ш) 0202 lou д2 О, (ш) дА& 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


II vient la solution du problème (sans oublier la solution de valeur propre nulle) 
A: 


B = [dz 362) B, - dz nor, (2) c, = [4 ue, (2) 








_ P.G) OG E E _ B, C, 
Pata) Pi Q,'(u) ©.) js "el А, PY Q, (0 





" Bi Р, (Cos(9)) Q, (Со5(0)) 

B, M) Ur, Gn) - P, uni (aQ, Ga) 9, абш) 
T(r,0)=— ” + ; 

(u, p ш) n#0,+œ lo, (z) 





En prenant en compte les formules d'intégrales indéfinies : 


[& SE ek [а a ys O a (z)= Q (z) (D) 























2v +1 2v +1 
[& P (2)= > zP, (z) [а Q.(z)- > zQ, (z) (2) 
Ја p 220-4) uod) 209-009) у 
[аР то а [do mus s (4) 
: v(v +1) | v(v 41) 


Lorsque la fonction limite %(2)=1, on a 


H2 H2 
B, = [dz Р, (2) С, = [dz Q, (2) 
Ay il 


en utilisant les équations (3) 











= p Р. 2) Р, Qi) (ар, (ш) Р, (a) — _ Q, U) - 0, 1и) (uQ, (u) =O, (G4) 
LE À, +1 Së А„ +1 
а (бар) Р, (из) ti. mill, 
" Atl Р, (1) О, '(u) 


On retrouve donc la solution triviale, puisque Bozp;-p: T(r,8)=1. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Lorsque la fonction limite #(2) présente un profil en fonction de Heaviside, il vient : 


RO= si z e a Dän fo(2)=0 size] a #54 | 





2 2 
AH +H Hit» Hit» 
2 e 2 2 
B= [dz <= A B,= [ERO С,= |&О,(® 
DI H) Hi 


en utilisant les équations (3) 


+ + 25 
(а) (аз) ЖЕ Zeil (аР, Q4) - Р, dl 





























= В, = A, +1 
(52^ je (ese) a. (828) о.о -о, и) 
С = 
п À, +1 
(e) puise) © (aim) (52) СӘ Q (aim) 
2 j^ 2 i ME NS dou "UM 2 
= Ва) eist 
PG) О, (2) 2 7d 2 
Ф, 7) = 5 п o, 2 = dz Ф, 2 
Pis 0а) С^] 7]#®„® 





F | r | Ë (Соз(0)) O, Ш 


1 L, Р, (th) О, (4) 
T(r,9)- = I j 
MEM IT NE, 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Section sphérique pleine entre les angles 0,0, en coordonnées sphériques (r,O) soumise 
à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogénes en rzl. de < Robin > homogènes en Ө; et 0; 


Soit le probléme : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 


T(r,0) "T f, (Cos(0)) avec z = Cos(0) 





a T,(r,z)- B Trz) =0 

z= H 
H = Соз(Ө,) H, = Соз(Ө,) | 

a, T.(r,z) + В, T(r,z) =0 
т=н» 
La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(r,0) fini 
T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0)=T(r,0) 
T(r,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 
On est amené comme dans l'exemple précédent à rechercher une série comportant les extensions 
des fonctions de Legendre de premiére et deuxiéme espéce de degré entier à des degrés non entier 
; Соѕ(Ө Соѕ(Ө A 

Àn. Soit EE ; @,(Cos(@)) э ©, (Cos(8) . En respectant la contrainte de 
finitude et par principe de superposition on recherche la solution sous la forme: 
T(r,9)- Y,r^(C,P, (Cos(9)) + D,Q, (Cos(0)) ш = Соз(Ө,) et и, = Соз(Ө,) 


n#0,+œ 


; À À 
P (= ue. (aO) B aQ4)) Р, (и) = 2—0, (д2) - Р, Qu) 


1 2 


0, (ш) = le, (4)-Q, (u) 0, 0) = — 9, (1) 0, An 


1 2 


a, T.(r,2)+ B, T(r. 3] _, =0=> 0, (С,Р; (u.)+ DA, (u))+ PÁC,P, Gn) + DO, Gil 


=s D, _ А ob (45) T DP (45) T(r,z) d У p^ б i P (z) | О, (2) 
æQ, (42) + BO; (ш) пню a, P, (2) + В.Р, (ш) GQ, (ш) + В,0, (ш) 
аР, (4) + В.Р, (4) E 0,0, (5) + DO (д) 
of (ш) ш DP (ш) oO; (ш) z DC, (ш) 
E, (z) О, (z) 
a, P. (u,.) + DP (и,) CRON (и„) + DO (д) 
C'est un système régulier de Sturm-Liouville,: 

2 2 
p(z)=1-2? > p(z)>0 p(u,)= р(и,)=1-и, 
w(z)=1 
q(z) -0 
Dans ces conditions toutes les propriétés d'un systéme régulier de Sturm-Liouville s'appliquent et 
notamment : 

-ily a une infinité de valeur propres tendant vers l'infini 


- comme les conditions homogènes sont de Neumann, les valeurs propres sont toutes positives si 
les deux rapports ont les signes suivant : 











T(r6) , =0=> 2„ t A,-0 





lo, c = feo, (2)? 


H| 


o, (z) = 


° a 
sP кт > 0 
Go 1 Ce qui est bien le cas avec tous les paramètres pris pour positif. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On examinera plus particulièrement des catégories de problèmes aux limites entièrement 
symétrique par rapport au plan hémisphérique, avec une section sphérique elle-méme symétriques 
Soit : 

Problémes aux limites entiérement symétriques 


AT(r,0)=0 T(r,0) fini T(r,0) Lm h (Cos(0)) avecz — Cos(0) 





a T.(r,z) - В T(r,2) _ =0 
ш = Cos(0,) щш =Cos(x -8,)=-u, | di 
a T.(r,z)+ B Til. -0 
А а u «Р, (u,)+ BP, Q5) _ «О, (u,)+ ВО, (u,) 
n q À, =0 ou 1 m , 
a P, Cu,) - BP, Cu) GQ, Cu,)- PO, Cu.) 
P, (z) Qu, (z) 
«Р, (t) * BP, (ш) «О, Qo) + BO, (u,) 








o, (2) = 


Exemple: pour ип problème entièrement symétrique si оп prend les valeurs : 

0 =zxz/7;0,=z-—0, =6л/7;0=1/2;В=1/2, 
alors оп trouve les 30 ргетіёгеѕ valeurs ргоргеѕ À, = 
0.158808,1.32868,2.5988,3.92371,5.27689,6.64555,8.02332,9.40682,10.7941,12.1841,13.576,14. 
9692,16.3636,17.7588,19.1547,20.5511,21.9479,23.3451,24.7427,26.1404,27.5384,28.9366,30.33 
5,31.7335,33.1321,34.5308,35.9296,37.3285,38.7275,40.1266 


Exemple: pour ип problème entièrement symétrique si оп prend les valeurs : 

0, =7/20;0,=7-0,=197/20;a=1/2; 8 =1/2, 
alors on trouve les 30 premiëres valeurs propres À, = 
0.0233022,1.04614,2.0884,3.14607,4.21537,5.29336,6.37782,7.46719,8.5603,9.65633,10.7546,11 
.8548,12.9564,14.0593,15.1631,16.2678,17.3731,18.4791,19.5856,20.6925,21.7998,22.9075,24.0 
154,25.1236,26.232,27.3406,28.4494,29.5583,30.6674,31.7767 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogënes en r=l, donne la forme de la solution: 
z = Cos(0) ш = Cos(0,); u, = Cos(0,) 


a, P. (u) + BP (д) M o (д) + DO, (д) 




















А tq ^ =0 : ; 

aS a, P; (ui BE (4) 0, (u)- BQ, (u) 
EE O, © 

> Р (BD (u) ot, Qo) + 80, (д) 

2 op, 1 op, 1 00, 1 
> D (u, | „ш L r J o, б 
|o à, (z) = faz (o L (2) = Ол z 1) voir précédemment 
n n B C 

B,-|dzf, (B) C, = |42 },(2) 0, (2) Е, = = " : " 

i | D. i z | e " ° aP, (4) + DP (u5) GC, (u5) + DO (u5) 

" Ei P, (Cos(9)) О, (Cos(6)) 
É l, op. (4) + BP, (4) o (u,)+ DO (4) 


T(r,0) = 
(r ) p |о, GI 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le résultat important sur la structure des fonctions propres et le développement en série de la 
solution aux problème mixte de Dirichlet-Robin sur une configuration entièrement symétrique est le 





suivant : 
Pa, (z) О, (z) 
a P; (45) * В P, (ш) o О, (u.)+ В Q, (ш,) 

C.L. a o, '(74,)- B o, (745)-« o, (5) * B o, (45) = 0 
аР, '(u.) + BP, (4) с а Q, '(u;) * ВО, (и,) 
а P, '(~4)- В P, Cu) œ О, 'Cus)- В О, (-45) 

o, (z) paire, 2 p zéros , o, (0) 20 





o, (2) = 








Ө(4,) = C 


o Los (z) impaire, 2p +1 zéros Ф Án (0)20 


Cas n°1 f(z) paire => f, (z) = f (=z) 


и) wi 
B,= |d ARPE С,= [dz foa) О, (2) 
-и» Ha 
=> Lä Cs, 
«Р, (u,)+ ВР, (и,) o, (u,)+ B OQ; (4) 
By 25 C 
«P, (u)* B P (ul «О, (Lui В Q, би) 


T Bl P. (Cos(9)) Q,. (Cos(8) 
reo = y _ 42) ët BP 0а) а0, G6) BO, ш) 
` Se nf 


+ 0 





Fon 





=> Е =0 


2п+1 








Cas n°2 f,(z)impaire => f (z) =-_f (=z) 


H» А2 
В, = [а Jo (z) P, (z) C, m |z: fo (z) Qu. (z) = Ban [^ Can Bons = Const 


es -m 
Bons Cua 
a Ры (и,)+8 P... (и) а O... (u,)+ B O,.. (u) 
Ban А C, 
a Р, (a,)+ B P. (5) o Q,. (45) * B Qu. (u) 


e B1 P. (Cos(9)) Qu (Соз(0)) ) 
T(r,0) = Y L, a P... (u,)+ BP, (и) а Qs (u,)+ B D (и,) 


2 
à | À ( J| 
2п+1 





z0 


2nd — 





=> Е, =0 





2п+1 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Extension aux cas de l'hémisphère porté à la condition de Dirichlet homogène nulle sur la base 
Dans la configuration symétrique précédente, lorsque les conditions aux limites sont impaires, la 


solution est construite à l'aide de seules fonctions impaires, ce qui conduit à ce que la valeur sur la 


sur une hémisphère évidé par un cône supérieure d'angle Ө; : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 





tranche (base) soit exactement nulle. C'est donc également la solution d'un problème aux limites 


T(r,9), , = f, (Cos(8)) = f. (2) avec z = Cos(0) 
H, = Cos(8,) 

a T. (r,z) В TO 2,79 

T(r,z) 


0-z/2,2-0 = 0 





7 oo 
J 


s 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Avec pour solution : 
Р, (2) Q, (z) 
a P (u.)+ B P. (ш) o Qi. (u.)+ B Q, (ш,) 
oh, 'Cu,) ВФ, (-15,) 2a D, '(u.) +B D, (u,)= 0 
8(A.)- a P, (us) ВР, (u5) _ Q О, (us) PO, (4) 
" a P, '(~4)- В P, Cu) а о, "CSI SH о, (~u) 
b; (z) paire, 2 p zéros , o, (0) Z 0 


P, (z) = 











=(=)" 


Ф a (z) impaire, 2p +1 zéros Ф Se (0)=0 


и, и, 
B= eror ce |ë Ee, Bus а 
= E 
Bua Cua 
a B. (445) * В Р, (и) o D (45) * В О, (to) 
Ban Gi Con 
a P (u.)+ В Р, (и) а О, (u.)+ В Q, (и) 
Comme F,,, #0 et Ф, (z)impaire 





z0 


Fa = 





=> Е, =0 


n H 


Alors B, =2|dz RO) P. (2) Cor =2 | dz /,(®) О, ei 
0 0 


В 


2п+1 Cua 








Кл = ' - + 0 
A P (u) + B CH (u) a Q... (u5) + D Q... (4) 
À | )1 P (Cos(0) Qu. (Cos(6)) | 
2п+1 l ' ' 
T(r,0) _ > r a P... (4) ch В Р, (4) @% Q... (и„) + B Q... (и„) 





2 
? | À ( ) 
2 n+ 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Section sphérique creuse d'angle Ө„Ө» en coordonnées sphériques (г,0) soumise à des 
conditions aux limites de Dirichlet homogènes en r=l„ et inhomogénes en r=l,, , homogènes en Ө; et 
0; 

AT(r,0)=0 T(r,0) fini 

T(r,0),., =0 T(r,0) = f,(Cos(9)) 


T ,0 = 0 T ,0 = 0 
Soit le probléme : _ (r JL (r.f) Nm 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En reprenant les résultats d'un exemple précédent, nous avons : 


жеб S PS n Z). d PLU) A D Cos(0) © (2)= Р, (2 Qux) 











CS P a) Оби) " BG) Q,(a) 
B, = [а f) P, (z) C,= | dz f,(z) О, (2) lo, ( 2] = ч d о, Ia, 0) 2600 
_ H _ (22, +) 2 
" (24, + D ei À, KZ ( ) 





1 |P. (Q5) Р, (0) P, (щш) 
е Е PH Pu) ôA P Qu) 2А 


P, (a) Ou 1 1020, (и) О, (4) 00, (u) 
Qu. (д) 0A o, (4) дА 


= В, ) r RR 
Ë 
T(r,0) = > (24, +1) P, (m) Qu. а r 


п+0,+о0 А, М, fe) É A,H 
b r2 


I 
ou bien T(r,0) = Y P. (m) Q, a H 


n+0, +0 jo, GI Gë 

















Р, (Cos(9)) О, (Cos(0)) 
P, (14) Q, (14) 















Р, (Cos(9)) О, (Cos(0)) 
Р, (ш) О, (4) 









Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Lorsque la fonction limite fe(z)21, on a : 


En utilisant les trois formes des intégrales indéfinies 


1 |OP (ш) Р, (2) P, (ш) 
N RES Pd P, би) дА P, (m) ôA 
"LAG О, (д) 1 E (Q5) O, (ш) 00, = 























L О, (ш) дА Qu, (и) дА 
Р, - 2) - В, à 2) VA,4 1) - E, -1 MA1 + А„+1\^5272 DE Menge Хд 414177 27, 141 
M> p, t= Pu) P, w с ба), 04) „ (c Quat - 0. 2 e. (4) Q, 04) 
Tero) = Y 1 (B,'-C,' (+ i A P, (Cos(9)) О, (Cos(0)) 
` aded, N -G F1 Р, (д) O, (4) 
g 


Р, a4) - Р, d О, a04)- О, (4) 
et C'= 
Pa, (4) О, (4) 


roo- s: Dir ULB Œ | (4) j 
2" * Ern 


P, a5) Б, à) et C'= OU) - Q, (и) 
E, (ш) i Q, (д) 


T(r.0) = У (22, +1) (8,'-C,') ORS) | 


п=0,+о 1, (2, +1) N, Es S E IR и 
La L, 


(2) ou bien = B,'= 











Р, (Cos(9)) О, (Cos(0) 
Р, Gn) Qu, (ш) 












(3) ou bien = B,'— 





Р, (Соѕ(0) О, (Cos(0)) 
Р, (ш) О, (4) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


avec les expressions formelles des normes des fonctions propres : 
En utilisant les trois formes des intégrales indéfinies 


аз Eat) P аби) l6, a (4) P. (а) , Se O, 04) 0, 100) (0, (0-9, dall 
P, (4) О, (ш) 


LI JI 
(вс) 

[OEC 
TRUE 

(2) ou bien = B,'= Р, (д) —Р, (4) et Ст Q, (44)- Q, (43) 
Р, (14) О, (щш) 


[er 

E 1 (B,-C,) (Ua 5 

T(r,0) m À " GI (g) 7) 
La 1, 


n#0,+00 Zon 
P. — Р, zt 
(3) ou bien = B,'= Au) А„+1 (ш) eee Q, (15) О, (4) 
P, (44) О, (ш) 


ышы 4 











Т(т,Ө)= > 


^к» Q, cen 
n: 0, Aer (24, + 1) |o; (z) 


Р. (д) о, (4) 














Р, (Cos(8) О, (Соѕ(Ө)) 
P, (ш) Q, (4) 

















Т(7,0) = > 


frin (he +D pe, HCH ау" 
d Г L, 


Р, (Cos(9)) Q, (Cos(8)) 
Le? (ш) О, (шщ) 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Section sphérique creuse d'angle 0,0, en coordonnées sphériques (r,O) soumise à des 
conditions aux limites de Dirichlet homogènes en r-l4 et inhomogënes еп r-l; , Neumann 
homogènes en 0; et 0; 


Soit le probléme : 

AT(r,0)=0 T(r,0) fini 

T(r,0),, =0 707,0), = fo(Cos(8) 
T/'(r,8), , -0 T O58) ss "e 


En suivant les résultats d'un exemple précédent, il vient : 


Co, (u) 
P,O 0.0) | V MA m 























Ф, (2) = Ф„( = _ 
7 D UD: O G (24, +1) 
a ы Z Z Z zt 2 2 2 = В, С, 
мы В, Ја Р, ©, |00,0) Brea gen 
EI ER 
el) Le Р, (Cos(9)) О, (Cos(8) 
т | (E) Ë B Р.) буш) 
1-4) TVE 
T(r.9) = B, r ée > ri r2 


(u, — ш) t Е 3 п=0,+оо lo; (=) 


15 
Lorsque la fonction limite fe(z)21, on a 


нә #2 
B, = | dz P. (z) С„= | dz Q, G) 
Di A 


en utilisant les équations (3) 


(Р, (а) P, _\(и„))—(щР, (u) P, ul (u0, (u,)— О, lu, (u) - Q, An) 


= B 


п 





С = 











А„ +1 4 A, +1 
Е 1 (ар, (45) — P, zi (ul (4.0, (45) — О, -1 (u,)) _ 
"Ar Р, (ш) Q, '(4) 
et 
T(r,0) = E 





On retrouve bien la solution triviale, puisque Во=р›-и:: ba 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Lorsque la fonction limite #(2) présente un profil en fonction de Heaviside, il vient : 


ACER size] a Dänz fo(2)=0 size] m Dän 














2 2 
TI vient 
+ + + + + + 
H, T H, P, H, + H, P. H, + H, H, + H, О, H, + H, Qu u, + H, 
F = 2 2 2 2 2 2 
j P, (m) Q, (u) 
P, (z 2 
Ф, (2) = aL ) SCH voir précédemment pour |o E (=) 
| P, (д) о, (4) И 





Р, (Соѕ(0) О, (Cos(0)) 
P, (ш) О, (и) 





F, À Ал +1 
| DEG 
| 3 Д: > А l, - 


CRUE Io. GY 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Section sphérique creuse entre les angles 0,0, en coordonnées sphériques (r,O) soumise 
à des conditions aux limites de Dirichlet homogènes en ru et inhomogénes en r=l et Robin 
homogènes en 0; et 0; 


Soit le probléme : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini 


T(r,0) T 0 
Ep Em fo (Cos(8)) avec z = Cos(0) 





T(r,0) 





o, T,(r.9)- B, Tr), , =0 

a, T. (r,0) + B, ТӨ) о -0 

On peut aussi écrire les conditions aux limites sous la forme 
щ = Соѕ(0,) u, =Cos(0,) 

a T;(r,z) = T(r,2)|  =0 


a, T. (r,z)+ B, Tz) — -0 


a, 70,2, > 0, B, > 0, B, > 0 

La solution doit comporter les mêmes contraintes que pour les solutions sur la sphère, à savoir 
T(r,0) fini 

T(r,0) fonction paire en Ө soit T(r,-0)=T(r,0) 

T(r,0) ne comporte aucune singularité, doit être continue et dérivable 

On est amené comme dans l'exemple précédent à rechercher une série comportant les extensions 


des fonctions de Legendre de premiére et deuxiéme espéce de degré entier à des degrés non entier 
A. Soit P,(Cos(0)) > Р, (Cos(0)) Q,(Cos(8)) => Q, (Cos(0)) 


L'équation transcendantale des valeurs propres et les fonctions propres s'écrivent (voir le probléme 
avec la section sphériques pleine : 


n _ oP (u,)+ В.Р, (u,) | e,Q, (u,)+ B,Q, (u,) 
„ tq À,-0 ou : = : 

of, (4,)— В.Р, (ш) oC, (и)— DO, (Lu) 
P, (2) Q, G) 


geck, (u5) + DP (и) 0,0, (4) + В.О, (и) 








o, (2) = 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La prise en compte de la condition aux limites inhomogènes en r=l„ donne la forme de la solution: 
z = Соѕ(0) y = Cos(0,); u, = Cos(0,) 
_ a, P. (45) + DP (д) - 0,0, (ш) + DO. (45) 
À, tq À,=0 ou I ; 
of, (4) - BP, (и) G Q, (4) - ВО, (и) 
P, (2) О, (z) 




















Ф, (z) = ; 
X m a, Pa, (u,)+ В.Р, (4) 2,0, (ш) + DO, (4) 
2 Oh, (u) oÓ, (шщ д°Ф, 1 
r Ц pa) 
|o, GI = fee, cof = (24, +1) 
^e ^e B, C, 
= d GG E к= J. ne ©. „Ж a, P. (д) + B-P, (4) aQ, un) + DO (u5) 
DEON 
Д 4 Р, (Cos(0)) О, (Cos(9)) 
oP (д) + В.Р, (45) 00, (5) + DO. (д) 





E; À 2, +1 
IER 
MEUS 
T(r,0) = > 


2 
n#0,+00 lo; (z) 





Tableau synoptique des normes des fonctions propres angulaires d'un problème aux limites sur une section sphériques 
Formules communes pour le calcul des normes 


OP, (2) _ 
Oz 
2 noh. A Е BO 
6407 А д 2-10 дА дА 
00,02) _ 100,6), А (220.0) T ИТ 

6407 A Oz z-i дА дА 
k 
1-2 
z 








1 (р) nuc) BE (50,02) -0, 10) V4>0eR0uN 





| V2>0eRouN 











£ =! EE E (икадар уак] 


VA>0ER,A gZ tel que ча 











2000) _ 7 Cos) o (2) уед + DP.) + 























ОА Sin(xÀ) 
+ LOCA D E Log 1*7 J: y (1) -w i "leng +4+1)-y(k E d 
VA>0ER,A gZ tel que ү <1 
ой 
(a), est le symbole de Pochhammer (a), =a (a + l) -->-(a + k-1) = — 
I (D) fonction Gamma 
v (G) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma < y (G) = Yon 


v © (a) dérivée première de la fonction Digamma 


Tableau synoptique des normes des fonctions propres angulaires d'un problëme аих limites sur une section sphériques 


Expression des normes 





Problèmes aux limites 


Système de valeurs 


propres, 


Système de Fonctions propres 


Normes des fonctions propres angulaire 




















; Ф, „ 8 
А angulaires P+ (2) lo, ef = fé (o, o? 
équation transcendantale: " Ë А Ë 

Dirichlet sur un cóne d'angle p. (u) = 0 o, (z) = p. (z) lo, EI __ 4, р, КАСА 
d'ouverture 00 : | (24, 41) ^ дА 
Lo = Cos(6,) z = Cos(0) o, (uo) =0 
Neumann sur un cône dange! GP, (д) б D, (z) = P, (2) l-4 d P JP. on) 

' 2 п = š 0 J^ A, Mo PED 
d'ouverture 00 : де ôD, (4) lo, (z) дл Oz 

шу =Cos(0,) = = Cos(0) = (24, +1) 
HENN, Sur ne: Section F UU ГОЛД) 3 20500 oD, (m) — 1 [OP (s) Р.) OP (| т [00,09 0,0) 20, (m) 
conique-sphérique d'angles 81 = AME 


et 02: 
Ө, < Ө, = u, = Cos(0,) 
u, = Cos(0,) z= Со5(0) 





P, (u) О,, LO) 





P, (д) О, (д) 
Ф, (д) = Ф, (45) =0 





04 — B(u) ôA Р (и) o 


Ob 7А (u, ) 
dÀ 


Q, (u) 


ô Ош) 0 





Dirichlet sur une section 
conique-sphérique d'angles 01 
et 02: 

Ө, < Ө, => ш, = Cos(0,) 

H, = Соѕ(Ө,) z = Cos(0) 


n. (4) m Qu, (45) 
P, LO) Q, (шщ) 





P.G) О, E) 
Р, (4) О, (и,) 
o, (ш) = o, (u,) = 0 





o, (z) = 











ôD, (m) 1 |дР,(и) Р, (а) P, (ш) 1 [20, (u) О, (um) Q, (u) 
дА P (5) дА P, (и) д4 О, (45) дА О, (и,) 0A 
2 4, 00, (д) 
|е, CG) 7 (22, +1) 25-04) ЕЛ 


| 








Neumann sur une section 
conique-sphérique d'angles 81 
et 02 : 

0, < Ө, = ui, = Cos(0,) 

u, = Cos(6,) z = Cos(0) 





ӘР, (u,)/Oz 00, (u,)/0z 





OP, (и,)/& дО,, (u,)/0z 





e. AO 20 





OP, (u)]6z 00, (u)/0z 
00, (д) _ 0D, (4) _ 
02 


0 





02 








Ф, (m) 1 K > z cu 











0À0z E P,'(u)| 646 P,'(u) 040z 
1 |00, (0) 0, (а) 20, (m) 
Q, G| es Q, ш) Ox 
2 eo, IA 
2 l-u, Ф, (14) P 
lo, (zJ = | b 0204, 


(24, +1) 


| 








Expression des normes (suite) 





Problèmes aux limites 


Système de valeurs propres, 


n 


équation transcendantale : 


Système de Fonctions propres angulaires 
Ф, (2) 


Normes des fonctions propres angulaires 


o, GI = je (o, c 


m 





Neumann sur une section 
conique-sphérique d'angles 01 
et 02: 


OP, (и, )/8z + 20, (и,)/& 
OP, (u,)/0z 20, (д) 22 





Р, G) 0, (2) 


Ф, (2) = ФР, (11) /ôz òP, (и,)/& 











Ф, (u) 1 |[ё'Р, (a) P'a) ФР, (ш) |. 
Oz Р,'(и)| 6467 — P,'Qu) 046 





























Ob, (ш) дФ, (u,) 1 dQ, (д) О, (щш) CO, (и,) 
= 220) - 12А : 
Ө, < 6, = и, = Соз(Ө,) & & QU) oe QU) Ox 
u = Cos(0,) z = Cos(0) А 
( jo д o, (д) 
„ (d-u Pa, (д) 2291 
е. = QA, +1) 

Mixte Robin sur une section «P (u)* Р, (ш) o, (lz 20, (m) P, (2) Q, (z) oo, (z) _ І E Р, (©) l Bu) zw) 

: КЖЕ, ' ' n qg Z)= Т = D ES ê m q J. 1 Pa 1 д 
conique-sphérique d'angles 01 aP (14.)- AP, (m) «0, (u)- BO, (д) Ë ар, (u) - ВР, (u) o, (u) - ВО, (4) екы ил AE TEAR n x is 
et 02: | _ 1 20, (2) _ Q, C) É dO, (a) _ „ 8Q,, w) 
<= y; =Co BER aD, (u)- BP, (u)=0 ad (а) -ВО, (u) 027 (60, (u)- AQ, (u) ops "o 

= = ob, (lz BD, (m) =0 e.) 1 ёр) BØ ё?Р, ul P. (д) 
ш = Cos(0,) z = Cos(0) үк 000: (аР (и) BP Ga), as (aP и) BAGNO as `" Q, J| 





020z дА 


_ l 00, (0). 9, (2) le 
Jo, (u) - DC, (ш )) 010z (aQ, (4) - DO. w) : 


2 Ob, (15) 00, (и,) 
у (1 2l 
Ф, (z) 


00, (и) 90, w) 





Co, (u, 
o, (45) р i Jj 


дА, Oz 020А 


(24, +1) 




















Mixte Robin sur ипе section 
conique-sphérique d'angles 81 
et 02: 

0, < 0, > u, = Cos(0,) 


щш = Cos(0,) z= Cos(0) 





aP, (ub) + ВР, Im) 00, (uo) + 0, Qc) 
ар, (u)- ВР, (д) a, 0, (д) Es: DO. (д) 











"EE 0.6) 

à (2) => EE 

| Kä (m)+ BP, (ш,) 20, (ш) + BO Dä 
ad; (u)- ВФ, (ш)=0 

op, (ш,)+ BO, (и) =0 





Ô P. (u) 
0A0z 


20, (и, 
id ew 
PRG), g OP, (w) 
дё ° дА J| 


дО, (и, 
" о, e 





ó, (z) l êP, (2) Р, (2) 
= + — n а, 
à аР. Qn) ВР, (u) o es P OO) B.P. ul 


_ l COR 0,0) 00.00) 
00, (0) +0, ml o (0, (а) + BQ, GR) 020 
Ф, (z) _ І ФР, (z) _ Р (©) d 
0i ob Qu) € ВР, Qu) 020: (аР, (u.)+ BP, (u). ` 
I l Гого, €). 0,0) ñ 

00, (11) + BO Il 0002 (0,0, (11) + 0, ul ` 


| (uè JS (д) 00, (д) -ó,( SE = 
[e] = 


ôP, (m) || _ 
PUN | 








20, (u) 


01 








д3 & # 0204 
(24, +1) 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Solutions de l'équation de Laplace à l'extérieur d'un domaine Q 


Problème : soit à rechercher la solution de l'équation de Laplace à l'extérieur d'une sphère à 3 


dimensions dont les conditions aux limites de Dirichlet dépendent des angles Ө et ф, puis du seul 
angle Ө: 


AT(r,0,9)-0 (r,8,p)eQ={r>l,} 
_„ =0 


T(r,0,9) 





„ = fK 0,90) T(r,0,9) 




















Les solutions séparées de l'équation de Laplace sont : 
T(r,0,9) = R(r)G(0)(g) 


R'(r)+ Re- шш R(r)2 02 R(r)= Ar" 4 B °З 
r r 





» Cos(0) — » m? _ _ m " Е 
= 19''(0)+ US (0)+ E +1) SH 0 => @(0)= A P"(Cos(0)) B Q"(Cos(0))tq m «—n 


Ф''(ф)+ т?Ф(ф) = 0 > Ф(ф) = АСоѕ(ф) + B Sin(@) 








P” (z) Fonction de Legendre de degré n et d'ordre т 


Q” (z)Fonction de Legendre de deuxième espèce de degré n et d'ordre m 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Lorsque l'on réduit à deux dimensions, lorsque la géométrie du problème et des conditions aux 


limites ne dépendent pas de ф, alors les solutions sont : 
T(r,0)= R(r)G(0) 





Ro) = (р) n(n* D tu R(r) = Ar" ат. 
= et сано) 
ЭО о ©'(Ө)+[л(п +1)]Ә(Ө) = 0 = @(0) = A P, (Со5(0))+ В Q,(Cos(0)) 


Р; (z) Polynóme de Legendre de degré n Q, (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré n 
Compte tenu des contraintes déjà définies dans le cas du problème intérieur : 
T(r,0,@) fini 
Т(7,0,ф) périodique en o de période 2л soit T(r,0,9) = Т(т,Ө,р+2лх) 
T T T 2 
LAGE де m еп @ de période 2л soit ложе лш 
дф дф дф 
Т(7,0,ф) fonction paire en Ө soit T(r,-0,9) = Т(7,0,Фф) 


Т(7,0,ф) ne comporte aucune singularité en 0 = 0, continue et dérivable 





Cela conduit au choix d'une partie radiale décroissante en r, et d'une partie angulaire construite à 
l'aide des fonctions de Legendre de premiére espéce. La solution se développe sous la forme d'une 
série : 
T(r.0,9)= У УА, „r ""P"(Cos(0)(CCos(mo)- DSin(mp)) 

п=0,+= m=—n,+n 
Lorsque les conditions аих limites ne dépendent pas de ф. La solution s'écrit : 
T(r,0)= У А, "" P"(Cos(0)) 


n=0,+œ 
Limitons nous au cas sans dépendance à ф. Compte tenu des conditions aux limites, nous avons 
alors la solution générale sous la forme : 


z-Cos(0) B, = [dz f(z) В, = [dz f, C) P„(z) 


Teo) BIC Y s, Gur] P.(Cos(0)) 


n=1,+00 2 


Ce qui conduit aux solutions suivantes avec des conditions aux limites spécifiques : 
f(0)=1- Heaviside(0 – л /2) fonction de Heaviside 


Е Уа 1 Y"? n (Qm)! (4n+3) 
T , 0 =—| — e= E —1 
SS? SE x J CH 2” (ntf 2(n+1) 
f(O) = Heaviside(9 —z/2) fonction de Heaviside 


NIE! LY", vw Qn! (4n+3) 
го.) ; > (5) (-1) D) 20D P. (Cos(0)) 


f (0) = T, (1 — Heaviside(0 — zx / 2))+ T,Heaviside(Q —z/2) fonction de Heaviside 


_(T+T)\L G-1) + (Ly Cn Qt dn» 
T(r,0) | 2 E lm H CD ШШ 20e) P (Cos(0)) 


donnant la solution triviale T(r,0) = T, 1, dans le cas où la température est identique à la surface 
P 





P, „ıı (Cos(09)) 











n=0,+œ 


de la sphère. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
T,=1 1,=-1 /f(0)-1-2Heaviside(0 —7z/2) fonction de Heaviside 


u LY", „_Ол)! (4n+3) 
= T(r,0)= > | | ( 1) 2?" (nf 2(n +1) Pya(Cos(0)) 
Lorsque les conditions aux limites sont impaires en angle il vient : 
Ј(0) = —fo(x -0)= },(2) = – 3(—2) 
z = Cos(0) 





n=0,+œ 


B= fd f, (23) 0 B = [ds kG) P (2)=B,=0 В, = |] de GC) P. (z) 





(4n+3)( ү" 
T(r,0)= Y. B, GE P,,4(Cos(8)) 
n=0,+œ 


Lorsque les conditions aux limites sont paires en angle il vient : 
Ј(0) = fo (n -0) = fo (z) = fo Cz) 
z =Cos(0) 


B, -fa ne Ја J (2) -fa erla fo (z) = dÉ fo (2) 


B, = eno n Je e P.S) Je РЕ) -enfe so P.) 


= +(—1)") Í dz fo(z) P„(z)=> Banu = 0 


B, = je fO Plz) " GPU) 





T(r,0)= Y. By, (n YÇ.) "P, (Cos(0)) 
r 


n=1,+00 


café ft) at) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Problème : soit à rechercher la solution de l'équation de Laplace à l'extérieur d'une sphère à 3 
dimensions dont les conditions aux limites sont de type Robin inhomogènes et dépendent de !' 
angle Ө uniquement : 

AT(r,0,p)=0 (r,8,p)eQ={r>l,} 


a T;(r,0)+ B T(r,0) | =f(0) T(r) 





r= =0 


z-Cos(0) В, = faz hE) d je fo) P, (z) 


DEA 
А i B (2n d 
EE E = X. É 











P.(Cos(8)) 
o, B Bee «(п +1) | B 
1? 1, p 1" 
l, ai 
Tos) аға DUR (2n+1) r P.(Cos(0)) 








2 OQ | „т 2 | a(n«1) 
et) [m 


Lorsque les conditions aux limites sont impaires en angle il vient : 
700) = fo (x - 0) 5 fo (z) = — fo (=z) 
z 2 Cos(0) 


8,50: B, (Раа) 2| dz GB) 





E 2n+2 
_ (4п + 3) B 
T(r,0)= p» Bua 2 | a(2n+2) 
S. 


r 


| Pna(Cos(8)) 


Lorsque les conditions aux limites sont paires en angle il vient : 
Jo(0)= f(x -0) = fo (z) = fo (=z) 
z =Cos(0) 


B, = je Jo 0) ajé Jo) B4,4,20 B,- je fo (z) P. (z)= 2а Љ() Paz) 





I É ) 
T(r,0) = 20 r 2 Y B (4n +1) r 


2 A, 3 
е ce) 


r 


P, (Cos(0)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Solution des problèmes extérieur et intérieur électrostatique sur des corps géométrique de 
révolution connaissant la valeur du potentiel sur l'axe de révolution (d'après Jackson, Classical 
Electrodynamics) 


Connaissant la valeur sur l'axe de révolution, en notant la valeur z=r, et si l'on peut développer 
cette solution en puissance (ou inverse des puissances) de r selon les limites du domaine borné et le 
problème intérieur et extérieur, comme suit : 


axe z>0 0-0 


z = rCos(0) | L. défini la limite du domaine borné 


axe z<0 Ө=л 


T(z =r) = > Ar z<l, T(z=r)= > 8/2) 2> 1, 


n=0,+œ r n=0,+œ 


Alors les solutions des problèmes intérieur et extérieur dans tous l'espace deviennent : 

















n п+1 
Т(2=ғ)= > Ar P(Cos(0) z«l T(z=r)= > sl P(Cos(9)) z»l, 
n=0,+œ r n=0,+œ r 
Fonction génératrice des polynômes de Legendre 
Fonction génératrice І = УР (2)и" 
V w? = 2zw + 1 n=0,+œ 
Se = DX Eiter = УР, (0) 
М + у> n=0,+œ n=1,+00 
Deux points dans le même plan azimutal (r,9) (r',9') 
z =Cos(9-9) r>r'>w=tQ= а = Y P(Cos(9- oz) 
r' jr +r?-2rr'Cos(9-9') „52 r 





: x Y n coss - S) Z) 
r 


` = 
Ir =r | V n=0,+œ 


Exemple : Probléme extérieur, anneau fin de rayon lra avec une densité linéique de charge q 
constante, placée à l'origine des coordonnées dans le plan (x,y), potentiel dans tout l'espace, 
application de la construction précédente : 


En construisant la solution du potentiel pour un anneau avec une densité linéique de charge q. 
avec la solution élémentaire de l'équation de Poisson (intégration sur le plan de l'anneau), on 
trouve le potentiel sur l'axe de symétrie z : 





274 z«l 
à ra 
i H 
2л! ra 
Te =r) = Erd = 
Le +r omg € z»l 
I 2 ra 
r. |1+ (=) 
A 


Soit en utilisant la fonction génératrice, donnant le développement en puissance de z (soit ici de r) : 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


27 q 


n 2n 
T =27q > cl / =2xq Y rd r<l, 
n=0,+00 ra n=0,+00 ra 
[у] 
ГАЗ 





I 2 + E п+1 2п+1 
d, E > nej =) =2лд > sund: а 


2 
1 n=0,+00 n=0,+00 
r,l + o 
r 


La solution est donc la suivante : 

2п 
ES dd P. (Cos(9)) r«1, 
T(r,g)-2zqi ^7 re 


2n+1 
> n^) (со) >, 
r 














2п (о) = (- 1)" (2n)! — T(r,9)= 2x q 1-0, +0 
n 


SE г) y Gi (2n)! Ta (Соѕ(9)) г> 1 








У) siet rer. 


=ó L 
О=2ла1!„ = 76,9 = 2 SE 


charge totale 





Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour calculer le potentiel de départ sur l'axe 2: 


Ir — r'| distance entre le point sur Гахе z (r) et un point sur l'anneau (к), 





indépendante de l'angle polaire 9 dans le plan de l'anneau 
2л 
, ql 
dl'=1 d9 => T(z =r) = ————— | 49 = 
le | JL ж? 


ra 











а аг 
ш = Res 





Si l'anneau est placé au dessus (ои en dessous) du plan (х,у) à une valeur z=za, le potentiel sur l'axe 
z est alors le suivant : 














2zgl 2zql, 
T(z = r) = та = га 
JL + (z _ 2, y En. + g^ bz 222; 
Ï 2 z 
Ti = ra = а __ а _ 
an(a) Cos(a) Jg x ë BIS E Cos(a) 








2zqi,, Een rz, (D 























T(z =r) = "€ 
I ЛЧ “га |z| > JE + zÀ (2) 
L +z 2z L +z 
z |1+ S = e 5 7 
ra T Za 
[pur 
(1) w= ; = = (2) w= : 
ra * Za 

Comme : = > Bw w<1 














1? + Z, n=0,+ "a + 
TG x r) = n+l 
2zgl 2 1?+z? Cas = 
<! ra = Р, - a - ra a | > L, +z 2 
Les +Z, n=0,+0 L, + 24 


Le potentiel еп tout point s'écrit alors : 


Z r 2 2 
P -= P.(Cos(0) ————— к<] +Z, 
2zgl PT | is T z | | JL. + 2,2 | 


n=0,+ 





D + z? 5 Г п+1 
> Eh Е r> JL +z 
e La * Za я 


qui est aussi égal à l'expression suivante еп utilisant Іа parité des polynómes de Legendre : 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


> Р, 4 — ==. Р, (- Соѕ(0) EE r < L + Sé 
2zgl EE L. * SC Ly + ET 
H L + z [7 “Ёё 
Р, - =) e optet к> +z 
l, +z r 





n=0,+œ 


Revenons à l'anneau centré sur l'origine dans le plan (x,y) et calculons maintenant la valeur du 
potentiel dans le plan z=0 : 


X (Z) ee r<! 


T n=0,+œ 
T| r,0=— |=2лхл š 
| j É 


У (EJ eo» r> 


n=0,+œ 


Pour la valeur r=lra, cette somme diverge donc le potentiel sur l'anneau est infini. 


Exemple : Problème extérieur, filament fin de longueur 21 avec une densité linéique de charge q, 
potentiel dans tout l'espace, application de la construction précédente : 


En construisant la solution du potentiel sur l'axe z pour le filament avec une densité linéique de 
charge q, il vient : 
|r -r'| distance entre le point d'observation (r) et un point sur le filament (r'), 


dr q "H du 


zi o са. 
im +y? -(z-ry +y HEET 








тосо) = af dl 


2+1 


Т (х, y, z) = q| ArcSinh(u)] <Ç ` ° De plus ArcSinh(u)= Loglu + V1+ "3 


х?+у? 


=ч | 

















=> T(x,y,z) = qLog 
E -y!-(z-1f 











2 2 
Spice. ios Dya diea rCos(0) - I+ Jr +1? +2rlCos(0) 
rCos(0) - 1 + J +1? – 2rICos(0) 


Je? + (z+ 
Axi — Cylindrique Т(р,2) = qLog z+l+\p +(2+1) 
2-1+4р? +(z-1ř 


ЕЕ Т(0,0, 2) — œ 








2+1+|2 +| 
=» T(0,0,z) = qLog z-I*z-l| 





+œ 2n+1 
l]»12 T(0,0,z) = tel 2*7) gy = (2) 


2n+l 
La solution est donc la suivante pour г> 1 


T(r,9) = 29 F 2 COV L.) S r>l 


^9 2п+1 r 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour r<l, on utilise l'expression littérale : 
rCos(9)+1+ Jr +1? + 2riCos(0) 
rCos(9)-1+ Jr +1? – 2rICos(0) 











T(r,0) = по 





2 
T Cos(0)+1+ A, ы 27 Cos(9) 








= T(r,0) = qLog 
r 


2 
7 Cos(8)-1+ "m > - 27 Cos(8) 


Exemple : Problème extérieur, sphéroïde allongé (grand axe a, petit axe b) de potentiel VO, 
potentiel dans tout l'espace extérieur, application de la construction précédente. 


On part de l'expression connue du potentiel dans l'espace extérieur en coordonnées sphéroïdales 
allongées : 


T(n,t)=/V, ge р= Jx + y? = cSinh(n )Sin(r) z= cCosh(n)Cos(z) 


a= cCosh(n,) b-cSinh(n,) c 


1 ro (Sn Si 
2 


Sur l'axe z, il vient : 


2 2 
a” – Б 


O,(Cosh(n)) = 





т= 0,л z = tcCosh(n) 9 z > 0 Cosh(n)= 2 
c 











Z 
ol" e 1 ze 1 1+ É 
=> T(z) = V, ol | = — Log| € = — Log 2 














ol" c 2 am 2 as É 
C C z 
x х?"*! ee vin) g 
Extérieur du sphéroide allongé => z > c = Q (x)= x+ ++ + pin es 
3 2n+1 = 2n+1 2 
V. +œ 1 2n+1 
=> T (z) = : | | => z >r еп coordonnées sphériques 
Q, (Cosh(n, )) mo 2n +1\ z 
=> T (r. 9) = V, > 1 үк (соз(9)) 
О (Cosh(n,)) 2n +1\ r 


Га valeur sur le plan 2=0 devient : 











" 2п+1 
Sreo- буй») >O 
, ; |. F3 SUS f: T uc 1 
Plan équatorial p-4x LN =r = cSinh(n) > Sinh(m) 
_ ho F P. (0) Cum Qn) 
RIVAS О, (Cosh(n,)) r (2n + 1)Sinh(n у"! Pon (o) i ( 1) 2?" (ntf 
EE eL EE 2л) 





QO (Cosh(n.)) &&* 22"(п) (2n+1)Sinh(n) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Profil sur le SCH qui se révèle identique au profil calculé en coordonnées sphéroïdales allongées : 
(2n) O(Cosh(n)) 
T(r,0 = F, 
ДЕА) 
> осоп) =Ë Gr} 


= 22n (nY (2n + 1)Sinh(n) 








Exemple : Problëme extérieur, sphéroide aplati (grand axe a, petit axe b) de potentiel VO, 
potentiel dans tout l'espace extérieur, application de la construction précédente. 


On part de l'expression connue du potentiel dans l'espace extérieur en coordonnées sphéroidales 
allongées : 


T(n,t) = z pex + y? = cCosh(n)Sin(r) z= cSinh(n)Cos(r) 
a = cCosh(n,) b = pss c= Na? 

Sa _1 iSinh(n 1 _ y ArcCotan(Sinh(n)) 
Q,GSinh(n)) = — Lo k D, SEH (Sinh(n)) = Т(п,т) аан (Sta `) 








2 iSinh(n 
Sur l'axe z, il vient : 


т=0,л z=+cSinh{n)= z > 0 Sinh(n)= < 
с 











AreCotan| =) 
T(z)= V, = => Extérieur du sphéroïde aplati => z > c => 
AreCotan| ° 
с 
zi. 1 1 " 1 & Gu z 
= ArcCotan| — |=——— +: +(—1 . x- 
H x 3x C) (2n + Dot uo 4 (2n + 1j?" с 
V, ^on (= 1) 2п+1 р " 
—T(z)- => z >r еп coordonnées sphériques | (r,9) 
Б \21 20 +102 
ArcCotan| — 
с 
Cay e) 
=> T(r,9)= > от OH 
ECH | = ET 
с 


La valeur sur le plan z=0 devient : 


=> T(r,0) = _Â "0 y EY) ` P,(0) 

















ArcCo ^ so 28 107 
c 
Plan équatorial p-4x +y? =r = cCosh(r) = п SR ) 
Vo _ FY I! , (n) 
= T(r,0) = b 2n+1C D yeu P, (0) P,(0)- (- 1) SCH 
AreCotan| 5) n=0 £M iio i 
c 
26 3 E V, $ (2n) 1 


десна Б) 82^ (u (an + сону" 
C 


Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Profil sur le SCH qui se révèle identique au profil calculé en coordonnées sphéroidales aplati: 


| (Ол) O,(iSimh(n) 
TD si hn шы s 


(2л) 
>> iQ, (iSinh(n)) = > E (n (2n т 1)СО5 ҮТ 








Exemple : Problème extérieur, anneau fin de rayon lra avec une densité linéique de charge q 
constante, potentiel dans tout l'espace, placé au dessus d'un plan infini conducteur d'angle 00, 
de valeur nulle pour le potentiel à la surface du plan 


La reconfiguration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence du plan conducteur 
puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. La densité de charge 
linéique est donc censé rester constante, et l'on peut employer la méthode des images électriques 
afin de placer une anneau de charge inverse sous le plan et à égale distance. Sur l'axe le potentiel 
devient alors : 














2лд1. 2ngl. 
T(z =r) = ; Tu = 2 7 
SCH +2, +22 -2zz, lt + 2, tz + 222, 
z 3 Z 2 2 
P| —— dee a 2| < L, +27, 
=> T(z =r) = = “Фе __ 











E, 2 +z? 2 SV 
ra a Z; Z, L += 
> 2—4 ЯЕ a | S | l| yla + z 


Le potentiel en tout point s'écrit alors : 


xe rs p sha ea kaga 
2ndl,, LU ra + Za La + Za А + Za 
Bee + z Ir? SC 
> d Za = | P - ——=—= S | TOURS u Za | r > l? F z^ 
1 La * Za 4 


T(r,0) = 


2 п 
а +Z, 





n=0,+œ 


D'autre part compte tenu des propriétés de parité des polynômes de Legendre, il vient : 


2n+1 
> Pans EE EN r < d. + 2 
< 4лд1 п=0,+ га 24 ra Za 
Pre А | 2»? SÉ 
E Ree? P,, (Cos(0) = z. d 
n=0,+00 jä 2% 


T(r,0=0)=0 P,,(0)-0 





De part cette construction à l'aide de la méthode des images on а bien une solution qui s'annule 
sur le plan de < réflexion » et respecte la condition aux limites du plan d'iso-potentiel nul. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Problème extérieur, anneau fin de rayon Ira, placé à l'origine avec une densité linéique 
de charge q, potentiel dans tout l'espace, entourant une sphère conductrice de rayon 15, la>ls, de 
valeur nulle pour le potentiel à la surface de la sphère 


Là encore la configuration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence de la sphère 
conductrice puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. Le potentiel 
total est donc l'ajout du potentiel précédemment calculé de l'anneau avec un potentiel dit de 
surface tel que le potentiel résultant est nul sur la sphère conductrice : 

T(r,0)=T.(r,0)+T (r,0) 1,<1, 


Y Cy LOL Z] nene) rer 
T.(r,9) = 22qi" 7 E) Nfa " 
x (1 LI (Z) nest») rut 
r 


n=0,+00 Den (n!) 


(вө) а Sat. = neo). =-2ле Z CY EI s B, (Cos(9)) 
_ y (Ол)! 2п+1 
ж з 22" ( (n!) ЧЁ | (4 

22 CU moy b | JI 
= ! 1 2п+1 1 1 2п+1 

> єй 29 2)" fi) A |с) z 

















Ur ао 


К 
P AN (Cos(9)) l,«r«l, 
T(r,0) = 2л q 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : problème intérieur, anneau fin de rayon la, centré à l'origine avec une densité linéique 
de charge q, potentiel dans tout l'espace, à l'intérieur d'une sphère conductrice de rayon ls, la<ls, 
de valeur nulle pour le potentiel à la surface de la sphère 


Là encore la configuration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence de la sphère 
conductrice puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. Le potentiel 
total est donc l'ajout du potentiel précédemment calculé de l'anneau avec un potentiel dit de 
surface tel que le potentiel résultant est nul sur la sphère conductrice : 

T(r,0)=T.(r,0)+T (r,0) 1,«1, 


Y Єл LOTZ] nene) rer 
T,(r,g9)-2nq4" "^ QUT, И 
LCD EL) neto») r>, 
r 


n=0,+00 2 (n!) 


(вө) а Sat. = neo). =-2ле Y, CY GP GH B, (Cos(9)) 
9)=-2zq Y (- E É ) Sei P, (Cos(9)) 


n=0,+œ 


PIED É `; - | l Е | P,,(Cos(9)) r<1, 


5 s 


д 2 | 1 2n+1 1 2п+1 2п 
> 60509.00) [z |е) „<<, 

















T(r,0)= 2x q 
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Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Problème du potentiel dans tout l'espace intérieur à un cône infini, anneau fin de 
rayon lra avec une densité linéique de charge q, placé à la hauteur za au dessus du sommet du 
cône conducteur d'angle 00, de valeur nulle pour le potentiel à la surface du cône. 


L'anneau étant situé à l'intérieur du cône, on peut exprimer la contrainte suivant des angles : 


a < 0, => Cos(a)- — > Cos(0,) 

Vla +2 
Là encore la configuration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence du cône 
conducteur puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. Le potentiel 
total est donc l'ajout du potentiel précédemment calculé avec un potentiel dit de surface tel que le 
potentiel résultant est nul sur le cône conducteur. Il vient : 
T(r,0)=T,(r,0)+T,(r,0)  T(r,0),, =0=> T,(r.0) ta T(r.0),, = -T00 o0, 


P, (Cos(@) 


1 +œ 


T. (r,0) = ë | ат {A(t )Cos(t Log(r))+ B(r )Sin(r гов) созо) 


ағ "H Соз(т Log(r)) B(T) = 1f dr 40 Sin(c Log(r)) 


r 








2 2 
La +24 1 
ub 


dr Cos(r Log(r)r. ? + 


— 
e— QU 
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«(t 2+2 үз j ar Coste Log(r) 
A La? +24? SE à 


2 2 
1, 1 
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dr Sin(z Log(r)r 2+ 


— 

= 
oK ; 
ч 








К ЛУО ° | ar Sin(z Log(r)) 
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n+ > 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Calculons les intégrales suivantes : 























Log(x) (a+1)u t, Log(x) 
jar r“Cos(z Log(r = fau e Cos(r u) = É (1+ SR us z Sin(r ei 
Sc +a) +r P 
Log(x) (a+1)u š m P Log(x) 
jar r“ Sin(z Log(r)) E [аи e" Sin(r и) = É {1 + a Birtz и) ; T Sin(r = 
u-Log(r) dr= i a (L#a) +r z 
=> 
=p" (l-a ju T . bes 
EC? je r -“Cos(z Log (r) = [а eoo) “Cos(r u)- É (i DEEE est) 
Log(x ) (1 ei a) +T Log( ) 
eu-*» = а e А FR 
je r “Sin(z Log (r = [а eo) “Sin(z u) = É (i a )sin(r и) 5 kl 
Log (x) (1 -a) SE Log(x) 
[ar s Cos(eZog(»))e х@ (o +1)Cos(r Log(x 22 т Sin(r Log(x))} 
; 0 (a + 1) + 
Si aœa>-1= j. Ven 
[ar r“ Sin(r AOE Ha + e SS х)) =" Cos(r Log(x))} 
0 a + 


[ar „a Coste Log(r)) _ xa — сеч гоч) T Sin(r Log(x))} 


e x"-D Mq — 1)Sin(r Log(x)) +т Cos(z Log(x))} 





Si aœa>l=> ep 
far r^? Sin(r Log(r)) = (a = ly n 





Soit pour les intégrales de l'expression ci-avant : 
































na Qn 1)Cos[ Log( dt. +z )) + 
20,2 +z) ^ 
das +2т sin: Los( Iv dw )) 
dr r*Cos(r L = 
2n-1 | а (2n +1) «4c 
„ы n+ 726 Log( ы + z )) _ 
2012 + 22) 4 
AES — 27 Со r Log( 4t. + zÀ )) 
Jur r“Sin(z Log(r))= (2n +1) +4? 
| А КЕТ (2n + DCos( 7 гов{ d. + 2 )) _ 
201. +2.) 4 
id —2T Sin z Log( e + z, )) 
dr r “Cos(z L = 
2n + 3 1 Е | a eger) (2л t 1) + 4r? 
= 72. = m p 
ona (21 + 726 Log[ 4t. +z )) + 
ge? +z) 4 
T + 2т Cos[ r Log[ 4t. +z )) 
dr r ^Sin(z L = 
ы d (2n +1) +4т? 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Avec les expressions intermédiaires, les coefficients s'écrivent : 





2 
lra +24 


RES 1 n+l +o 
— — [ dr Cos(r Log(r)r ° + (2 4 UE [ a, Cost ов (ғ) = 
(, + 22) 0 CES ee 

1 
es + 2,2} (an + yos: Los( L + z )) 
=4 
(2n +1) + dei 

Ун rust 1 п+1 +œ . 
—— [ dr Sin(c Log(r) ? + (2 + z) [ ay Sin Log(r)) = 
ls + 22) 0 3 nts 


1 
e +z y (2n + 726 Log[ L + z )) 


=4 
(2n +1) «4c? 





(2n + DCos( 7 Log[ d. + + )) 





А(с)=-—°@—_ у P. "рт enm 


2n+1Ÿ + 4c? 
(2n +1) 


(2n + 726 Log( L + z, )) 


2п+1]р + 4c? 
(2л +1) 








DE > Р, ктө) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Injectons les expressions dans la solution, il vient : 


Leo) ro 
Lua a l a 


+2 


ee SEET 
> ho) r> JL +z 
la a 


_ gl. 








Sch " op: nl réel Pu (Cos(0)) 
rale Y (ae DB tent = 


Locke: ===” | (Qn+1f +43 P, (Co) 





T(r,0)= T. (r,9)+ T (r,0) 





Sol, > 
-—— Hm 9 r 
D e z^ Jr vc) ep: 2 саха P, (Cos(0)) 














T(r,0)= | 
(2n +1)Р, m (Cos(8,))x | 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Représentation intégrale de la solution du problème extérieur de Dirichlet inhomogène sur la 
surface d'une section conique-sphérique à trois dimensions 


Pour le problème extérieur : 
AT(r,0)=0 z= Cos(0) et Lg = Cos(0, ) 


s E Lim T(r,0)=0 Lim, ,T(r,0) finie 


Condition 
T(r.9), = fr) m m (r)=0 


Comme nous l'avons vu les fonctions suivantes sont solutions de l'équation de Laplace : 


o (r)- ! (a Cos(r Log(r)) + B; Sin(r Log(r)) Ó | `  (Cos(9)) œ P. (- Cos(0)) 


Em 
D°?(0)= A?P , (Cos(0))+ BO, (Cos(0))= 4° P. .(Cos(6))* C?P,. (- Cos(0)) 


La condition de finitude en Ü=n, implique que cette solution se développe sous la forme : 
T(r,0) = ga Cos(r Log(r))+ B? Sin(z Log(r)))P , | aue Cos(0)) 


L'introduction similaire d'un développement en en ир de Fourier généralisée de la fonction 
limite, conduit à la représentation intégrale suivante de la solution du problëme extérieur : 
Р, (- Cos (0)) 
——-it 


2 
Py. (- Cos(0,)) 
2 





T(r,0) = F! Í ат(Е (с)Соѕ(т Log(r ))+ Е (r) Sin(r Log(r))) 





а 
F (t)=— | dr 4 => 2 Cos(r 10) 
ауес Mi 


ғ()- [ш (£D sinfe тосо) 


f.(r) continue f. (r) bornée sur tout interval [rl,r2] 





Conditions sur la fonction limite | 
Í dr == est finie 


On traite le même problème mb que celui de Lebedev : on doit trouver le potentiel 
électrostatique à l'extérieur d'un cóne conducteur gardé au potentiel O, si l'on place à une distance 
a sous le sommet une charge q. Pour cela on effectue les mémes calculs en inversant le signe de le 
l'argument cosinus de l'angle. : 


T(r,0) = 4 rU(r,0) T(r,0), =0>U(r,0)_ = 4 
Jr? + a? +2arCos(0) di di Jr +а? + 2ar Cos(0,) 


P, (-Cos(0)) 


eg Тайе онов Fel ole 2 




















_ qCos(r Log(a)) _ _ qSin(z Log(a)) 
avec Е(т)= бл) Pa Cos) F(r)= Nec ко 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La solution du problème est alors donnée par l'intégrale : 
P, (-Cos(0)P , (Cos(0,) 
—+ir ES 


Е q ie dr r | 
sl шн} er P, C Cos(0,)) 


P. (- Cos(0))P , ` (Cos(0,)) 








+œ 


| s Ei 
Jr | 42 12C0 s(0) | ht) Eu a Fa Cone) 











=> T(r,0) = T 


Au passage on revérifie aisément que la condition aux limites est bien respectée, à l'aide de 
transformée et transformée inverse de Fourier suivante : 















































e < ) P 5 (- Cos(0)) ` Cos(rs)P , | (- Cos(0)) 1 
оѕ(т s а -3*7 -у+чт Е 
AC “Со ИЕ )- cos(8) i Cosh(xr) S 2 | d Cosh(z ) Y A Cosh(s)— Соѕ(9) 
= s) Pa (Cos(0)) E Cos(r SP, (Cos(0)) i 
HE "cons )+ cos(8) 22 Соѕћ(лт) Te | s Cosh(z) Ë \/Созй(5)+ Cos(9) 
= 4 Po. (- Cos(0))P , | (Cos(0,)) 
= ; ж т 
SE ЪР E +4 12Cos (0) Last "E а Ex Cos(0,)) 
a r 
s= Lo (z) = T(r,0) q : 
=` Á| 74 ? "oa =S s É +4 12C0s (9,) X2 /Cosh(s)+ Cos(9,) 
a r 


2Cosh(s)= Lie T(r,0),., =0 
a r ° 


Exemple : Problème du potentiel dans tout l'espace extérieur à ип cône infini, anneau fin de 
rayon 1га avec une densité linéique de charge q, placé à la distance za au dessus ou en dessous 
du sommet du cône conducteur d'angle 00, de valeur nulle pour le potentiel à la surface du cône. 


L'anneau étant situé à l'extérieur du cône, il y a lieu de tenir compte de la contrainte suivante des angles : 


z, «02 -Cos(q) = _ 26 == ou z,>O et a > 0, => Cos(a) = —————— < Cos(0,) 
Lj E Lo + z 


ra a ra a 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Là encore la configuration des charges dans l'anneau ne se modifie pas en présence du cône conducteur 
puisque la géométrie respecte la symétrie autour de l'axe de révolution. Le potentiel total est donc l'ajout du 
potentiel précédemment calculé avec un potentiel dit de surface tel que le potentiel résultant est nul sur le 
cône conducteur. Dans ces deux configurations de l'anneau, on utilise l'expression alternative du potentiel 
de l'anneau pour l'exprimer à l'aide de l'angle complémentaire z-0 : 

T(r.9)-T,(r.0)«T(r,0) — T(r.9), , =0=> r(r.0) 1 T.(r.9), , =-T„(r.0) 


6-0, 








Z. 4 2 á 

Z- The cato >>) r < L, + Za 
T, (r,0)= 27ql,a Ж $ ñ А 

E: + zt Z l 2 +2 : j 

x dl |с] mE Ee 
n=0,+œ l + 24 E 

Ge PM Cos(0)) 

T (r,9)= 4 | ас {A()Cos(r Log(r.)) + B(z )Sin(z Log(r)))- 2 C Cos(6,) 


bu 
——+iT 
2 


A(c)= LI dr д0 Cos(r Log(r)) В(т)= | dr LO sin(e Log(r)) 


л r 2 r 





Z r 2 2 
p|; чи = у шше cese Т ү 
2л4і, à. | [e + 22 | ( ( | p? + z | 
] +z Daz i 
> d ëch (- Cos(0, pace r> JL? +z 


2 2 
Lh. + Za 





n=0,+œ 


Par transposition du signe des cosinus, les expressions A(t) et B(t) se calculent de la même manière et la 
solution s'écrit, en considérant za pour sa valeur algébrique sur l'axe z: 





j; f +z > P 2 Se 5 n+l — 
> P, - _ === |P,(=Cos(9)) 3———— к>]. +z 
La a 

















[sq +7 r 

T(r,0) = z | 

(2n + 1)P, — E P(- Cos(0, ))х 

L, + z 
Sal, > 
O e eS тезе. =! r 
(оа ts Lue ep: =b =) P, (-Cos(0)) 

d ra a EN 

|F | (2n + 1) ET SEN (— Cos(0, ) 
2 


On traite le cas ой za=0 plus loin en retrouvant la тёте expression en posant za=0 et en notant que la 
sommation ne se fait que sur les indices paires. 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Problème du potentiel dans tout l'espace extérieur à un cône infini, anneau fin de 
rayon lra avec une densité linéique de charge q, placé perpendiculairement au cône à l'origine, 
entourant le sommet du cône conducteur d'angle 00, de valeur nulle pour le potentiel à la 
surface du cône. 


C'est un cas particulier d'un calcul déjà réalisé. Pour les mêmes raisons la densité de charge 
linéique reste identique dans l'anneau une fois en présence du cône conducteur. Le potentiel total 
est l'ajout du potentiel précédemment calculé avec un potentiel dit de surface tel que le potentiel 
résultant est nul sur le cône conducteur. Il vient : 

T(r,0)= T. de T(r.0)  T(r8), , -0— 7.0) га T.(r.0), , -—T,(r.0), 


(r,0)= zi far (A( т)Соѕ(т Log(r))+ B(z)Sin(z Res, Е GE - (- Cos(0,)) 


-1] dr 10 Соз(т Log(r)) B(z)= SL LO si Log) 








1,6224] Z (Cy O9 TY pco) r<! ew IT nent r>! 
{ n=0,+00 2?" (nf Ie i Si n=0,+œ 2?" (n!) r ? ra 
2п 

> POP (Cose Z) x 
syor eo -2ap a) 

>: P,,(0) s (coste (^ rl, 

n=0,+œ 





= А(т)=-24 > P,,(0)P,,(Cos(6,)) 


= oo 7 
п=0,+ ra 0 La 


Ge 2n+3 
2 


(t D ar Cos(r Het 


2n+— 
2 





L Е! iub з 
)= -24 > P > (0)P,,(Cos(0,)) xj Sin(z Log(r))r' а Í a Seat 
n=0,+0 0 = 


r 
Calculons les intégrales ci dessus, et nous avons 


a EI {(4п +1)Cos(r Log(1,,))+ 2т Sin(z Lost). Wl 
(4n +1) +4г? 





Бы E 
[ar r 2Соз(т Log(r)) = 
0 





OR län + 1)Sin(r Log(l,, ) —2T7 Cos(r Log(L,, »y 
T 


ha 2n-l 
d 2 Sin(t L = 
| P P їп(т og(r)) (4n E 1Ÿ +4 2 





i К УО 28 tn Dee rt.) Ze Sin(r Log((,. ))} 


[ dr GE 0e 21, 2 {(4п + BU D 2т Cos(r Log(l,, у} 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Avec l'expression intermédiaire : 


1 
1 [á Соѕ(т A + 2 fer Cos(r Log(r)) _ 4(4n +1)1.,2Cos(r Lost! H 
?" d TW A H (4n +1) + 4c? 








ra 








К _1 +œ K 1 š 
а [а Sin(c Log(r)r SA Een [ dr Sin(r Log(r) = 4(4п + 1} 2 Sin(z Los, )) 
Ж d P (4п +1) +4r 


II vient la solution du problème extérieur : 


X ROL) RC) re. 


2 n=0,+œ la SCH 
1 2п+1 
X on) ncs) r>1, 
T(r,0) = EEN r 
=: Cos 0 P, (-Cos(0)) 
84 1 L, SA 








geg РЭ (4n +1)P,,(0)P, (Cos(6, »] dr туа Р, Gan 


-=+іт 
2 








Exemple : Probléme extérieur, disque fin de rayon Id avec une densité surfacique de charge q 
constante placé à l'origine des coordonnées dans le plan x,y, potentiel dans tout l'espace, 
application de la construction précédente : 


Pour calculer le potentiel du disque sur l'axe z, on intégre la solution élémentaire de Poisson sur le 
plan du disque (double intégrale en coordonnées polaires du disque) : 


Ir — r'| distance entre le point sur Гахе z (r) et un point sur le disque (r') 


ds' ` 
su m ds'— рад 











ds' 
келеш == 
$ 





2л 


14 2 
í I l 
T(z=0)=4 [as] =27Á 1? + z? =) [ T(z = 0) = 2zql, 
d 


Pour un disque annulaire de rayon Id1et 192, опа: T(z = r) = zl A n dt FEE ): 





Développons la solution selon la distance z=r sur l'axe z>0, sachant que la fonction est paire. 
2 




















l x 
z>l, x=— =— T(z = r) = 2zq 4 = 2л@1 
x a ze Ju) ez “I+ 41x? 
l 1 2zgl 
z<l, х= 2 T(z2r)22m d = 2л4і T(z=l,)= d 
ET nM WI ore 
+ 1+) = 
XD 
1 C „ Оп)!" x e „ Qu 
De plus ————— =Y (-1 =N Ср a 
e pius la 14 x2 2 ) 2701) ` Tanh >! ) 2?" (п +1)! 
1 = „ (2n)!x” = вон)" 
De plus уь ауу л E x q Жыш iil 
SE ls E ыу 2 Eee др? Eeer 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La solution dans tout l'espace s'écrit: 


+œ 2n+1 
T(r.0) = 2zql,>`(—1)' Сл ) (4) pour r>l, 
n=0 r 




















2?" H" nl(n +1) 
T(r,0) = 27ql,| 1— SIE SE 1)" CET EU pour r«l 
i 5 PONE. 22 n(n +1)H Z, 4 
+ 2п ! 1 2п+1 
TD = 279, CA эзе кг; 5 А “| mcos) pour r>, 
=È (Ол)! 2n+2 
n п). P 
T(r,9) = 2zql, | Jo jest: -1) 297 ni + Ө п. (ento) pour r«l, 
+œ 2n+1 
T(r,9) = 2ndl,, P (0) е P P. (Cos(9)) pour rl, 
zi 2(n +1) 
— р (0) 2n+2 
r r 
T(r,9) = cl _ [E joo) 2, 22+ 1) p ЖЕ) pour r<l, 








T(r,9) = 20Ÿ (= 1)" Cr ) H ` Р,, (Cos(9)) pour rl, 





nr = 2?* nt(n +1) 
ж 20 | (2л)! АЎ 
charge totale 2 _ r Soy п)! [4 
resi É ant: É 1) OG P. ento) pos 


Sur le plan z=0, la valeur du potentiel est donné par : 


1) = aai, SCP LY wm vi 


n=0 


2n+2 
л 1 P. (0)P,...(0)í r 
T =2 T 2n 2n+2 l 
(> z) “| > 2, (л +1) 2 pour v <l, 


Pour r=ld, il vient : 


dl " LÉ EN Deuius $s (5.00) -t> (u2) = лш, = 4, 














n=0 n=0 (n+1) 
Egalement di " 2zql, (1+ ы Ge ae d De plus > ндо) = Be 2) = ` 


п=0 
ST EECH {2-2 -2ле[ Z.) = 441, er T( 0,7) = 2, 
2 2\7 л 2 


Le potentiel n'est donc pas infini à la surface du disque. 


r <l, 


= 2 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Problème intérieur/extérieur, hémisphère portant une densité surfacique de charge 
constante, application de la construction précédente : 


Pour calculer le potentiel à l'extérieur de l'hémisphère sur l'axe z, on intègre la solution élémentaire de 
Poisson sur la surface de l'hémisphère (double intégrale en coordonnées sphérique) : 

r — r! distance entre le point sur l'axe z (r) et un point dans l'hémisphère (r) 

ds' 

21,zCos(9 — 9") 








ds'-L/Sin(9)d9dp 9'=0 





ds' 
T(z-r)-4 1574 
de b 
Sin(9 )d 9 сәй d 
L + z? – 21,zCos(9) о, +2°—212ё 
1 0 
T(z =r) = г [1,7 + z? — 21,zë | = | [г +22 — 21,zË | 


LZ 











T(z = r) = 2zql, j 
T 





z Jh + z? =(z-1,) 2> 1, 


2 
ipo = b -zZ DESEN, [|> 1, 2<0 
2 2 2 








Ма 1+ y (1) eto s => V1+ x? TERE Ce х?" 


Z 2?" n(n +1) ed I Sarria +1) 


М1+х2 -x-1 Ó (2n)! 
=1 =| n p 2п+1 
x x * 2 ) 29 nn + TN ^ 


La solution dans tout l'espace est donc : 


2n+1 
+œ E 2 ! 
T (r,0) = 2zql, | + > 1) s еа Y É ) | pour r«l, 
! ILZ, 








(Ол)! 1 2п+2 
T (r,0) = 2zgl, Ë h SE у em st) | pour r>l, 





2п+1 

+00 H 2 ! 

T(r,9) = 2zql, | + SE 1) = + 1) É ) P. lomo) pour к< L, 
n=0 d h 


— 





T (r,9) = 2zql, E + St 1)" (21 ) (4 ) dE pour r>l, 
r r 


Zi 2" H nt(n +1)! 





el, + m (2n)! Б 2п+1 
ouo [69 SS (EEN n. (Geslo) pour r<, 


charge totale 





T(r,9) = oli + S Ë 1)" (2n)! (4) | dE pour r>l, 


r 1 227?! nt(n +1) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : Problème intérieur/extérieur, hémisphère portant une densité volumique de charge 
constante, application de la construction précédente : 


Pour calculer le potentiel sur l'axe z de l'hémisphère, on intègre la solution élémentaire de Poisson 
sur le volume de l'hémisphère (triple intégrale en coordonnées sphérique) : 
r —r' 


dv dv' 
Т(2=ғ)= š 
(z r) p$ Fr = r' d Jr + z2 = 2rzCos(9 ES EN 











dv'=7"Sin(9)d9dQ 9'= 














T(z =r) = эло] 


0 _ 
|z +Z сажи үзлә] {= + z? m 
T(z =r) = 22е а. Jr + 22 -2rz gl ыр +2? 4] 





3 
T(z =r) = 20 D ES SR T -farry -z| = Zu + гў – ER sf di 
0 


2 
sisi = Те =?) = BT +Z zb $1) E 
3 ч A 
эгет o re 00 ef sie =S jarre o Jena 
2 d | 
2л) 3l, z 
а _ 223 - 12 ч = | 


220 S Ter >e 1 ъз рш en ai? эр +a ый E 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La solution dans tout l'espace pour z> lh devient : 
3 


2 3 2 2 
Si z> l, x =Y => T(x) = 2102 Werft aei li -1+ x? E 
2 





3x? 
М ail x? V (- 1)" СРЕ 22 ЖЫР x" => ell A x? = x+ Yc 1)" zo D же? 
А 22" (п +1) Zi 2?" nl(n +1) 





2 < 227? (п +2) 


M П+ y? Je = x? + S (1) = 222 _ ass 








2п)! - 
=> (1+ x) ie SEL зуе E 
a 3x? 
(za pee e 
2 = S тр (2n)! 2п+1 
= x? ZU ) 27 (я + 2) J 
2zpl, 2n) з 
=> T(x)= — (+38) J sasa Ar ai `) 





Mew (2)! LY 
= T(r,0) = = É +32. == c | 


0) Ger SZ exc (2n)! Ke) neon 


Ee +2) 





La solution dans tout l'espace pour z€[0,lh] est : 


T =14 25.2 








. 2 2zp 1,” 
Si z e [0,, | х=- = T(x)= 
L, 3 * 
Á 3 А Зх? = u (2n)! 2n+4 
ee Б^л. 
3 3x 
(1+ x? p-a E = 
= 2 _3 d 3x _ 2? +3Y (- 1) _ (n)! мз 


x Ж 2 = 22"? n(n + 2) 





2zpl,) (3 3 i : 2n)! " 
= T(x)- ES E ; 264300 zem | 


2zpl^|3 3r (2n)! SE? 
UE 2 ET dz) +32 (1 WEEN 


rat MORD, + 3 7 Cos(9)- ВЕ (со) SEI dr = 27» (z) P. (coto) 


3 |2 21, V 97 (n + 2] L, 














Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La solution dans tout l'espace pour z€[-Ih,0] devient : 


T(2) = E PE о m 











Siz<0O et lz| « 1, sae 5 Т()=- 3 | 
; x 
"o 3x? +00 2 no (2)! __ 2n+4 
(1+ x D =1+ 2 ra» 1) 27 (я + 2)” 
3 3x 
(xxt peat ел s < 
Ñ NH 3 ИТ + = n Qn! . 2n43 
E s = SC x Hi 1) 22 (п + 2} 








2; 2п+3 
2ло | 3 3r (r MES (2n)! r 
T(rj0)- — = > 35 Gi 
(9) 3 | 2.21, p Ы Z ) — | 


s r(.8)- E EE CORRE 0) zen 


J зт +2) A 








La solution dans tout l'espace pour z<-Ih devient : 


3 
3 2 2 5 2 
r) = 290 124 af, a sel 200) ATI a| + a ps, 32 
3z |`” h 2 5 


3z 


3 3 
2 = 3 2 2 2 5 3 2 
3l, 2 2 2V Z 3 2 2 202 


(parer 2 

















| L 2zpl,° 
Siz<0 et |z|»1, х=—-® => T(x) = > 
2 3 x 





Tz (2n)! 2п+4 
(1+ x? y ac эже ыру” 
3 3x? 
=: [sess y +1+x T 
_ (2п)! 2n+2 
Ei x? аа St EECH 





ла RUNS ECKE 
T(r,0) = 3 E SCH 1) rt ca d | 
CRE (0 ено) 


EP +2) 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le problème des deux sphères de rayon a de potentiel opposé placées à distance l'une de l'autre 
ou d'une sphère de potentiel VO placée au dessus d'un plan conducteur à la hauteur zs en 
présence également d'un champs électrique EO constant selon l'axe z. 


Ce problème est idéalement résolu en utilisant les coordonnées orthogonales bisphérique, toutefois 
on trouve dans la littérature des auteurs l'ayant résolu en coordonnées sphériques en obtenant 
toutefois une expression bien moins simple, que voici. Soit donc deux sphères placées de part et 
d'autre de l'axe z. Par principe de superposition on peut admettre que la solution est construite à 
partir d'une composante dont l'origine des coordonnées se trouve sur la sphère supérieure, une 
composante liée à l'origine de la sphère inférieure et une composante liée au champ électrique : 


T(r,9) — У Aa, )) + y` В.Р, (Cos(9. ) e Es z- rCos(9) 





nel n+l 


n=0 r 





r, =|E -Eo 





r point d'observation 

r, centres respectifs des sphère supérieure et inférieure 

Le systéme de coordonnées sphériques peut étre soit sur le plan médian , soit au centre de l'une ou 
l'autre des sphéres. Selon le plan médian Les deux sphéres sont donc à la distance 2zs l'une de 


l'autre. Dans ces conditions on a : 
r = (x, У, 2) = (x, у,"Соѕ(9)) Éo = (0,0,-z,) ro = (0,0, z.) 








r; =F - als Jr +2, -2F.F, = Jr +2, EE Jr + z + 2z,rCos(9) 








= Jr +2, -2F.F, = Jr +z — 2z,z = Jr +z — 2z rCos(9) 


> T(r,9) = > A,P, се. )) ER Y B, (Cos(8 ) Ж ErCos(9) 
n=0 s n=0 i 








Selon des coordonnées sphériques basées sur le plan médian, les deux sphères sont de potentiels 
opposés et le champ est une fonction impaire de z. Il en résulte que le potentiel résultant dans tous 
l'espace est également une fonction impaire de z. De méme selon la géométrie du probléme, la 
solution est tant une fonction de r et 8, qu'une fonction de coordonnées cylindriques axi- 
symétriques, soit p et z, et nous pouvons écrire : 


T(r,9)=T(p.z) rd +z? pd +y = Т(р,-2)= -Т(р,2) Cela entraîne une condition 
d'annulation sur le plan médian. Les deux conditions aux limites et la condition d'annulation sont: 
TO, Dir =Vo T(.9).--^, TD ,-0 


r, r, deux points respectifs des sphéres supérieure et inférieure 


5 





г=г, 


Sur le plan médian, z=0 ой la condition d'annulation s'applique, les angles sont liés par la relation : 


9 =л- 9 
ZEN à * => Соѕ(9,)= -Cos(8.) 


„= 


i 


(053558 At 1y B, )P (Cos(9,)) - 0 4, = -(C1Y 2, 


n=0 T, 
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Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Comment s'applique les deux conditions aux limites. 


Condition d'annulation sur le plan médian 








(9,)-rCos(9) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Conditions aux limites sur la sphère inférieure 


2x 








Lorsque le système de coordonnées est basé sur la sphère supérieure , on a : 
ï = (x, y, z) =(x, y, rCos(9)) £,-(000) Fo = (0,0,—2z,) 











Eol =r? +42 EE = Jr? +42? +4z z = J? +42 +4z rCos(9 
i0 5 10 


= y #4 nolo), + Y B, соңа )) — E, (z, + rCos(8)) 
n=0 n=0 ; 

Et dans ce cas pour la condition aux limites supérieure on utilise le développement des termes de la 

sphère inférieure : 

2z, + r,Cos(9, )= r;Cos(9, > P.(Cos(8.)) - Ë 1) (en) or! 

x=2z, R, =r, 2z >r, p" Пп! Gef" 

Lorsque le systéme de coordonnées est basé sur la sphére inférieure , on a : 

r=(x,y,z)=(x,y,rCos(9)) E.o = (0,0,22,) Fo = (0,0,0) 


r =F - 

















P(Cos(s,)) 


T; 














r = Ir -Ë| = Jr +4z -2rr,- Jr +422 — 4z z = Jr + 42, — Az,rCos(9) 
Fier 8 =9= re. SÉIER, F (0048) Е. rCos(8) 





n=0 5 п=0 
Et dans се cas pour Іа condition aux limites inférieure оп utilise le développement des termes de Іа 
sphëre supérieure : 
2z, — т|Соз(9,) = —т,Соз(9, l> P.(Cos(9.)) ` D Cry (en) v 


1 / 1 
x=2z, R =r, 2z,> r, p" Пп! (2z, y" 








p(Cos(8, ) 


Р, 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Traitons la condition aux limites de la sphère supérieure . En transposant ce développement dans 
l'expression de la solution pour la condition aux limites supérieure, il vient : 
ZZ rCos(9.) 


= V, = Zu P D. (Cos(8.)) y +В SE 1} (1 + n) r P(Cos(8, »- E, (z, + rCos(9. )) 


SE l'n ! (22 у І 
S 








r, 


En inversant l'ordre de sommation 


"E Ус), рв s | Ez. кис) 


l'n ! (2z, SS 








Rayon de la sphère a = к, = а 


n =Ë RCo) a A+ SAC С EL s e, + aR(Cos(9)) 








ln! (22 a Ee 
Orthogonalité des polynómes de Legendre 


[+1 
А+ 4 V +E,z, pour n=0 


> CDM < = A 


n+l+ l+n а” 
з; 1) "Bal, yr 4 = 0 pour n> 1 


A = Еа pourn=1 








n п+1 
а 








А, 
En posant О, = "т А = se 
са 2z, 
U, +> (-1) AU, =V, + Ez, pour n=0 U, -AM(-1)AU, SV, E,Z, pourn=0 
1-0 1-0 


=> qU, + 26 -1)(-14"?U,-E,. pourn-l | eU, - AY CI UR =E,a pourn-l 


1-0 














п+1+1 (1 + п) 1+п+1 V l+n (1 + n) 1+п 
U, +> (-1) SC A"""U,20 pourn>l |U,-4> (-1) SC A""U,-0 pourn>l 
Ce système d'équation linéaire peut s'écrire de manière matricielle : 
U, V + EZ, 
U=|U,| G= [G] G,, =(=1)*" L i: X” У=|Еа 1 matrice identité 
U, 0 


= (1-1G)U =V 


А, j = 4 


T = 
= q" 22, 


=>U=(1-AG)'V Avec U, 





L'inversion de la matrice peut être approchée par un développement sur la variable À lorsque À<1 : 
p= 
(1-AG)' «1- УС” G^-GG.-G 
w n.hv xs—sÁ Àə 
р=1 p fois 
La condition aux limites sur la sphère supérieure s'écrit : 
V, + Ez, 3 Р,(Соѕ(9) U, 23 HUT" (+n) 


n=0 1=0 l'n ! 





a) EaP (Cos(9)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour la condition aux limites sur la sphère inférieure, on utilise le développement : 
2z, — rCos(9,) ==r,Cos(9, [= Р P.(Cos(8.)) )_ D у Gen) 7 


x=2z, R =r, 2z,> r, Пп! (22 fr" 


man AE) LED ша. (cesta). э, 198) ai ein) 


n ' (2z у 


Comme А, = -(- 1B, rayon de la sphère r, = a 


=> -V, = Zi py mE al P(Cos(9,)) B, ECM s 2, — аСо5(9,)) 


= п! (22, у! 


P(Cos(8.)) 





DEA 
5 








і 








=> Vo = Zi X аам P(Cos(8,))- B, EACUS аа) E(c, + aCos(3.)) 


— п! (2z, SE { а"! 





<= l+n) a” B, 
=V, =É ооа Ya en В|, zept) 





= < +n) а" B, 
=> V, F Ez, = 2, 5 (Cos(s.) 2,5 tn) EE e = а"! 


Orthogonalité des polynómes de Legendre 


l- E,aCos(3.) 


+œ [+1 
бу S Luc uge œ а, 1 +$ E 5; ele, gosse 
а £ (2z.) 22,) 


= : Ady B, D ee 
‘a a 1=0 


z y7” (2z mr^ 
2 (I+ K a” 1 „ ltn) a 1. 
F +Y B, =0<> A, —4(-1) +> (-1)*"4,=0 pourn>l 


А = bag pourn=1 














— ln! (2z,) ут"! а RT Пп! (22, узы 
+o (_ 1+1 
aq Ci edu pour n = 0 


А = Еа pourn=1l 


> 1) —— (2z Gy 


1. Ln) (22) yum (1774,20 pourn>l 
1-0 


Systeme linéaire identique à celui de la condition aux limites de la sphére supérieure 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Sphères dans les coordonnées origines sur le plan conducteur médian : 
P(r.8) 








Une fois ce système linéaire inversé, on peut aussi exprimer la solution du problème, en prenant 
comme référence du systëme sphérique de la sphëre supérieure: 


r=r, 9-98 r, = Jr? +427 + Az,rCos(9) 


Tr. 9) = улыс, $c) 1y AHC g (z, +rCos(8) 


n+l 
n=0 








Cos(3.)) 1+ : 
40058) -X 1) ( = (22 ym P(Cos(9) r< 22, 
2z, + rCos(9) = r;Cos(9.) > Í e 
Р, ВС) Sen In I (2z,) S 


"n ai — n) y 








P(Cos(9)) r> 22, 
- E, (z, + “з 2 + 


Уа, Со) € y у" (соб) r < 22, 








=> T(r, 9) = + n=0 ln! (22, у 
dn 
a AU F ALAN E nem) r>a, 
n=0 n-0 f 


— (=, + "Соѕ(9))+ 


п+1 
> “ D"u (I + n) 1+п+1 
EM 2 P Р 
A, = а”! => T(r,9) = >) v. (E |; Cc) U, Tin! | ' (Cos(9)) r <2z, 
+œ a n+1 „n n! ` 
Ze lv. xu 3.1, Geck |2 Costo) PRO 








n=0 1=0 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


On peut aussi exprimer la solution du problème, en prenant comme référence du système 
sphérique le plan conducteur médian (voir ci-dessus) : 


T(r.9) = SALE ) DE y 4 (ost) E,rCos(9) 





n+l 


i 











r, = Jr +2, +2zrCos(9) r = Jr +2, -2z,rCos(9) = Jr +22 +2z rCos(z — 9) 


P(Cos(9)) ` Et ш. (I+n) r 


п+1 l'n ! 2, l+n+1 1 





P(Cos(9)) r < 2, 
z, +rCos(9)= r,Cos(9,)— P B(Co(8) (9) ` - É Si 


T; 





SE Z; ^ P(Cos(9)) rz, 


1 
Сое, у. -€c» T D. eese -9)) rez 
z, + rCos(z — 9)= r.Cos(z — 9 )— ^ А 
P(Cos(z —9.)) _ 


y > UT E Lr > (Cos(x — 9)) r > Z, 














P (Cos(9,)) )) _ -ŽC -17 (I n) г! 


= S уйн] C ` l'n ! _ Т+п+1 21 
x. 


Р(Соз(9)) r< z, 


5 


AAC sv. " 





— P(Cos(9)) r> Z, 











nt = n!(7 — SE 1+1 
— EyrCos(9) 
I+n) т „(1+п) r 
ann, at gtt. Za 5) "e Er P(Cos(9)) r <z, 
+ 


XA, L y (Сона) Ў) yr B(Cos(9))_ r > z, 


{з 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En inversant l'ordre des sommations puis les indices n et |, il vient : 
Inversion de l'ordre de sommation puis n <> Ï 


— EyrCos(9) - 





S r" , | L l 
reg =) (Er nest - C) age mice den 
+ 
$ AC) (1-( gét Ten z" r>z, 
n=0 l! 
— E,rCos(9)+ 


Gr Kéi 
Au 


(I ) 1+п+1 
(лу) үл, (re) r < z, 


ln! 


SE J ZS 


reg =| EU) RCM- 
S (tJ rcot- 


n=0 








— EyrCos(9) 


=> T(r,9) = +2 n=0 





n=0 


Ў") сә) 
5“) n. (ent) 2; H ML al E" Së 


1+п+1 
уст а d ge, 


I(2n +1) 


1=2п+1 








1=0 


Оп retrouve bien l'annulation du potentiel sur le plan conducteur (2=0). 


En coordonnées bi-sphérique, le systëme des deux sphëres correspond à deux iso-surfaces : 


Sin( 9) 


p = үх? +y =c 


Sinh(n) 2 2 





Cosh(n)- Соѕ(9) 


n = => х? + y? + (z + cCotanh(n, y - 


o Cos sh(no) 


= aCosh 
© Sinh) aCos (no) et 








Z =C с= 42, “A 


Cosh(n)- Cos(9) Ê 


2 d 
C \ E 


— > 2 Sphères disjointes 
Sinh* (no ) ç [^ 
2 


ne = nos] espace entre les deux sphères 


Соз) c | 


Sinh(no) ` Sinh(no ) 





Cosh(g)) с J 


Sinh(no) ` Sinh(no ) 


Cosh(n) cœ ) 


© Sinh(no ) ` Sinh(no) 





Lim z =-c 





ne [- o-n] (x, y, z) € sl C 





п—>—%® 
n elm +o] (x,y,2) є S,| с Сори): < Lim z=c 
Sinh(no ) Sinh(no) n6 


Problëmes аих limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Et la solution en coordonnées bi-sphériques s'écrit pour deux sphëres portées аи potentiel V1 et V2 
sans champ électrique extérieur : 


p-dx +y =c Sin(9) т=с Sinh(n) c= Jz -a° No = ArcCotanh Š = асо Z) 
a 


Cosh(n)— Соѕ(9) Cosh(n)— Соѕ(9) È 











M DE Cost (n + iy) Sin + iy) 
T(n,9) = V2Cosh(n)-2Cos(9) Y e ы + DC P,(Cos(3)) 


2 2 4 
n=0 SEI + 2 (С + 2 


+œ oy (С + тп + По ) SIE + т = 2) 
TE EUM) V2Cosh(n)- 25 , esM V 1 +I; 1 x 
n=0 ЕС F 2 Sin 2 » + 2 


ze [- Z HA, Z; -a] Т(2)=Т(п,л) n = 2 ArcTanh E 











Sinh(n) 
Cosh(n)+1 





a 

Axe z 9є{0,л) = с=с 

ze [- Z, -ta,Z,— a] = T(z2)=T(n,0) m= 24reCorani Z.) 
a 


ze [- 2,+а,2; — а| n= 2 ArcTanh Š 
с 











1 1 
: Cos (n + h) sinh (n + h) 
= -|1 n+— |} 2 x 2 
Т(2) = Т(п, л) 2Cosh| Z) (-1)"e ( 2) y, +J w 
24 2 1 2 6 1 
n=0 Cosh | n+ u No Sinh| | n+ 5 Un 


ze [- Z, t4,Z, — a] n= 2 reCotanh 2.) 
c 











1 1 
1 cost (n + h) Sin + h) 
+0 -| n+ [no 2 5 2 
T(z) = T(n,0) 25inh Z |X. e (mJ Jn +2 "= Tg 


2 2 
SH Cost (n + is) (С + 3 


A titre d'illustration voici les deux profils sur l'axe z dans l'espace entre les deux sphëres calculés 
avec la solution en coordonnées sphériques et bi-sphérique (potentiel fixé à 1,-1 sur les sphëres): 


0r 






— Profil sphérique (Axe z, 4 termes) 





1 
0.5 1.0 


— Profil BiSphérique (Axez, 4 termes) 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Et de même les profils « au dessus » des deux sphères. Pour les coordonnées sphériques, il faut au 
moins 8 termes pour obtenir une approximation suffisante tandis qu'en coordonnées bisphériques 
seuls 4 suffisent (potentiel fixé à 1,-1 sur les sphères): 


— Profil sphérique (Axe z, 8 termes) 


— Profil BiSphérique (Axe z, 4termes) 











On obtient la formule du développement des puissances inverses de la distance de la maniére 
suivante en utilisant la fonction génératrice des polynómes de Legendre. Le premier 
développement est valable pour la condition aux limites sur la surface de la sphére it RE : 


$ Z P(Cos(9)) r<x z” SC — P (Cos(9)) r<x 


1 _ Jo X 1 


= 
dei +r? —2xrCos(9) | X plcos(9)) r>x VY trt 2wco(5) Jeu. X P(Cos(S) r»x 
mz 1 SECH 


1=0 



































R, 2x? +r? + 2xrCos(9) 1 1 
Posons = 
x4 rCos(9) - R,Cos(y) x? +r? +2xrCos(9) R. 
d" „ ,B(Cos(y) а" ( 1 )- „ (a+) 1 
1) п!" 1) п! 
dx" x |+ (= yn RU dx" х!" (- yn nM! x" 





$c yr P(Cos(9)) r<x 
SE 


са, dÉ H eg [! d. d" Bä Е 
ах" i "Gah Kar = ax" RJ d" 
Y CNY As Z e )nicos(9) r >x 


(=1)" „ P Co) _ c (dt 1) m ел) : ——-.P(Cos(9) r<x 


l'n ! xn 














R, 


сун СЫЙ $C La 


P (Cos(w)) _ Et у (1+ n) 


R n+l l'n ! di 1 


+ 


alesy). = í ry 


n+l 


R, = Ta SE TA, 








x""P(Cos(9) r»x 








P(Cos(9) r<x 


* " P(Cos(9)) r> x 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le deuxième développement est valable pour la condition aux limites sur la surface de la sphère 
inférieure. Il revêt une forme similaire : 


+œ 1 
d 2 „rar Р(Соз(9)) r< x 


"rz =2xrCos(9) ` 
E SE xrCos(9) X Z. h(cos(9) r> x 


n=0 








P(Cos(x -w)) _ => (1 E p 











Po — EF == Xr О, R ] Cos A— 9 
| Ïx ) C s(9) п+1 l'n ! S dÉ ( )) Fx 





(1 ip RC >C у (@+п) r 


n+l l'n ! d 


ЗЕ Е 1) P(Cos(9)) r<x 





(- jy Cos) Sahl. Et 1)" 


n+l a SE SES 


моц). -5 1) Ural r 


п+1 l'n ! Tod 


Los d 1) P(Cos(9)) r»x 


P(Cos(9) r<x 








"o SC n Р(Соѕ(9)) r> x 


SCH =n mi! - ` 1+1 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le probléme des deux sphères de rayon a de méme potentiel VO placées à distance 2zs l'une de 
l'autre. 


Au vu de la symétrie du probléme aux limites, la solution doit étre paire en z : 
T(r,9)-T(p,z) r-Jp?^*z р= јх? -y!-—T(p,-z)-T(p,z) 
La solution se A d'aprés les contributions des sphéres supérieure et inférieure : 


T(r,9)= 2 Ho )) „Ў B„P,(Cos(9.)) 


y" 











n 
n=0 ГА 
n-E-Ej 5 - lë r point d'observation 
Fo Mo centres respectifs des sphère supérieure et inférieure 


On rappelle que l'on a les relations suivantes pour un systéme de coordonnées basé sur le plan 
médian : 

r md (х, У, z) = (x, Yy, rCos(9)) Fo д (0,0,—2,) ro = (0,0, z, ) 

r, =F — als Jr +2, -2F.F, = үг? +2, +2232 = Jr? + z + 2z,rCos(9) 














r, = = |F - To = = Jr +z -2FF = Jr +22 – 22,2 = J +z — 2z rCos(9) 
= T(r,9) У (Со, ) s В,Р,(Соз(9.)) 


п=0 5 п=0 і 


Les deux conditions aux limites sont : 





п+1 








=V 
5 1 


r, r, deux points respectifs des sphères supérieure et inférieure 


La condition aux limites supérieure donne l'expression suivante : 


TS), =V, = УА FC), E 1 y emt n сәң»), 


l'n ! (2z SE 





r, 


En inversant l'ordre de sommation et r =a 
= Jj = Ziel 9, E x Dx (- 1) ы Qd (2 ек 
z,) 
La condition aux limites inférieure donne l'expression suivante : 
ele en SE P(Cos(3)) 
eros lien ies n, 200948) 


En inversant l'ordre de sommation et r =a 


i 


i i lon) а" І 
наа ена д 


n ! (2z, eroe 

















i 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Si maintenant l'on suppose que les coefficients sont liés par la relation suivante, alors les deux 
expressions précédentes conduisent au même système linéaire : 


А, = (C1 В, => V, = Enc) AC iy e = 2. Qz m e | u 








- Y P.(Cos(8.) SA Gu (I+ n) а” CA Ju 
п=0 1=0 


l'n ! (2z, ун 





Emtee d АЕ" CE Œ Ll 


п=0 


-Ec е EE 


(en) a 
ayt l'n ! (22 Ses] 


Autrement dit, il s'agit de montrer que la relation Ao СВ, découle de la propriété de parité. 
Développons des expressions de la solution à rechercher selon le systéme de coordonnées du plan 
médian : 
T(r. 9) = 4E (Cos(2,) , ў В.А, (Со»(9,)) 
п=0 r, п=0 r, 
r, = 4r +z +2zrCos(9) |r, = үг? +z —2z,rCos(9) = Jr +z +2z rCos(z — 9) 
z, +rCos(9)= r,Cos(9,) z, ^ rCos(9)— —r,Cos(9,) => z, +rCos(z — 9)= r,Cos(z — 9.) 











V, = 3 2 (Costa) É 





п+1 











P, (Cos(9, cn) r 
BE у dfe ene) r<, 


P(Cos(9.) _ Xn "E 2 p(Cos(S) r»z, 


P,(Cos(9,)) ` =S 1) Ural r P(Cos(9)) r«z, 


п+1 1+п+1 
= l'n! Z 








i 


— )_ -ŽC ES 


п+1 





Z: p(Cos(8) r>z, 





xime SE 
$ a, F (17 610 niet BC CE P(Cos(9)) т<, 




















em — l'n ! z, 1+п+1 Da ! 
= T(r,9)= Li 

+00 +00 H M H m 

ZAZ TE т BG Ув, уе E ЕЕЕ => P(Cos(9)) r> z, 
En inversant l'ordre de sommation puis ln 

Ў P(Cos(9)X tut +в} =й r <z, 
—T(r9)-4' ar 





> P,(Cos(8) Cl +B(-1 vk Te Н GE Я 
La propriété де parité exigent дие seuls les termes paires sont поп nuls, il vient alors : 
Si n = 2т +1 alors A(-1) + B,(-1) 202 4(-1) - B, =0= A(-1) = 


Ce qui démontre l'assertion et prouve en même temps que les deux conditions aux limites sur les 
sphères supérieure et inférieure ne conduisent qu'à une seul système d'équations linéaires. 


Problëmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Revenons donc à ce système linéaire : 


S < l+n) ý "APT 
TEEN 




















l'n ! (2z, EES 
= V, iere Y A(-1 Dy" и >. l е рое ОЕ SE 
0 Zi n i rum 1 п! (2z,)"" "qu n n а"! 22, 
a Ao 
DI a” ce сутй п=0 U, C A (- 1) AU, = V, п=0 
1=0 
= [+n (1 + n) a T i in ( (1+ n) l+n 
4, DU а!" -1) ln! TE SES =0 n>0 U, 6 1) l'n ! A U, = 0 n>0 
Posons U=[U,] б=[б„] G, "Ciz" asp] у-го] 


= (1+4G)U=V=U-(1+2G)".V 
L'inversion de la matrice peut être approchée par un développement sur la variable À lorsque À<1 : 


p=% 
1+4G) =1+Y (-1* A?^G^ G” =GG...-G 
( ) 2! ) | j 














rfis БЕ la solution s'exprime dans le système de 
coordonnées sphériques du plan médian, comme suit : 
+00 +00 l-n) ri 
$. nosse Cay lan n Tem т<», 
T(r,9)- E 
уз (costs) ^ «C 1y l4, TE D = — r»z, 
l+n+1 
[= сә) 7) et ) in 
n Z 
T(r,9) 24"? s 
+00 TEE -n n-l 
a п. 2 
СС) 
DÉMONTRE 


Cette solution est à comparer avec la solution en coordonnées bi-sphériques, dont on rappelle dans ce cas 
l'expression : 


р= үх? +y =c Sins) z-c Sinh(n) ) с= ES -a? No = ArcCotanh =) = асо 2) 
с а 


Cosh(n)— Cos(9) Cosh(n)- Cos(9 


T(n, 9) = V, J2Cosh(r)- 2Cos Los, i 32 ко (Cos(9)) 


Р, 
no Cost (n + 3 


Sinh(n) ze [- 2,+а,2,; al = T(2)=T(n,7) 
Cosh(n)F1 ' |ze[-z,+a,z,-a]= Т(2) = T(.0) 


(ës y Cosi (n + iy) 


ze [- Z, +a,z, al n= 2 ArcTanh( =) T(z)-T(n.z) зо У (— 1)”е 
c 2 


= BEEN 
ech ёз мо 








Ахе 2 #є{0,л}=>2=с 

















ze [- Z, +a,Z, - a] n= 2 ArcCotanh €) > T (z) =T(n,0) HH 
c 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


A titre d'illustration voici les deux profils sur l'axe z dans l'espace entre les deux sphères calculés 
avec la solution en coordonnées sphériques et bi-sphérique (potentiel fixé à 1 et 1 sur les sphères): 


1.00 


0.95 


— Profil sphérique (Axe z, 4 termes) 


— Profil Bi Sphérique (Axe z, 4 termes) 


—p———F rc TPT 

















-1.0 -0.5 0.5 1.0 
Et de тёте les profils < аи dessus > des deux sphëres. Pour les coordonnées sphériques, il faut аи 
moins 8 termes pour obtenir une approximation suffisante tandis qu'en coordonnées bisphériques 


seuls 4 suffisent (potentiel fixé à 1 et 1 sur les sphères): 


— Profil sphérique (Axe z, 8 termes) 
— Profil Bi Sphérique (Axe z, 4 termes) 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le problème des deux sphères de rayon а1 et а2 et de potentiel V1 et V2 placées à distance 2zs 
l'une de l'autre. 


Commençons par la résolution du problème en coordonnées bi-sphériques. 
fs © Sin(9) Sinh(n) 
= x? + ? = C Z =C 
А Á Соѕћ(п)– Соѕ(9) Cosh(n)— Соѕ(9) 
Sim <0 et 7, >0 sphères disjointes 











2 
v ey +(z+eCotanh(n)) set? 

=n > 2 ü ga р, 
xia yl (z — cCotanh(n, » = 


s| Cosh(m) œ | 


| Sinh(n,) í Sinh(n,) 


s( Cosh(n,) œ J 


2| € Sinh(n,) Sinh(n,) 





crie 
Sinh" (n. ) 


ne [— nn] espace entre les deux sphères 





Соѕћ(п,) c À 
=> —oo,— Lim z 2 — _ 
nel оо, 7] œ.» e S C Sinh(n,) ” Sinh(n,) eu d C (0,0, c)e S, 


Cosh(m.) c | 


Sinh(n,) ` Sinh(n,) 





Lim с=с (0,0,с)є S, 


0-00 





n € [+] cones 


zel-c,cl=9=x et n= 2 ArcTanh( 2 ) 

Axe z => 9 e {0,7} i 

zel-c,cl=9-0 et n= 2 ArcCotanh[ 2.) 
с 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Les paramètres du système de coordonnées sont calculés comme suit à l'aide de la distance entre 
les sphères et leur rayon respectif : 


De [LUE a Sin(9) is Sinh(n) 


Cosh(n)-Cos(9) а Cosh(n)- Cos(8) 


= 7 à 4, = == = 2z,- { Coshín, ) 6 сен) 
Sinh(n,) Sinh(n;) Sinh(n,) ` Sinh(m,) 


2 2 2 2 
Cosh(g)- VS T cosa(g,) - V€ T! 
a, 


а, 








C 





а, 





2z, =(a,Cosh(n, }+a,Cosh(n, )) = Je +a + Je +a, 


2 2 2 
(a, -а, +42, y 























c +a = 

2 a, + (a,* Ae J -2a?(a,? + 422) j l6z, 

xL | l6z а = 2 2 2 2 2 2 
5 rb — a, =, Y _ (az, — а ы j 
162, 162, 

“© (22, —d a, )2z, +a, ta, ez - A ta, )2z, +d— а) 

Е 42, 

2 2 2, 2 2 2 
Е ung dea Бас 
42а, 42а,» 
d c 20и = ` | S d 4z ° ter _ a, a) 

Shore nm (m) ın (m) Zs 





2 2 2 
S, o Cor) | с E 42, -a +a, P 
Sinh(n,) ` Sinh(n,) 42, 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Le problème aux limites correspond à un problème de Dirichlet simple dans l'intervalle n€[-n1,n2], 
dont la solution est à rechercher sous la forme : 


—— — ` sint (n + ac +m )) " sint (n + т -n | ЛЕ) 


gies d + i +m ) Š (С + i +» ) 
































T(n.9 =V R PACES 
(7 ,- mu a J2Cosh Wei 2Cos(9) > zi 
V. 
T(n.8 V, = 2 A, P, (Cos(9 
(7 Jess J2Cosh (n;)- 2Cos (9) Dur, ) 
eich MM E 
Е = P (Соѕ(9 == Р (Cost. 
отте созт) 2Cos(9) 2° > ( os( ) Соп) _ 2Cos(8) 2 A ( os( ) 
1 

GE z) йрй? á 


























+ 
Sinh i +72 ) 
T(n,9) = J2Cosh(n)— 2Cos(9) Y ` | 
= Т(п,9) = J2Cosh(n) os( 2. 43) Sin (+ 3 Jr -n) 
the 2 
Sinh (i-i jn +m) 


|x P, (Cos(9)) | 
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En présence d'un champ électrique externe, la solution prend la forme : 


nm It : sint (n + тп +m )) = sint (n š ze - 2) a 


























T(n, 9) = #=0 (6 + i +7 ) Sind (n + i tn, ) 
EocSinh(n) 
Cosh(n)— Cos(9) 
V Sinh( m) 
Т(п, 9) =V, 1 + Epc | = > B, P. (Cos(9)) 
d m J2Cosh(m )- 2Cos(9) d (Cosh(n,)— Соз(9))2 Ув, 
H Sinh(n>) 
T( 9) =V, > 2 + Еос A, P, (Cos(9)) 
di J2Cosh(n, )— 2Cos(9) и (Cosh(n,)— Cos(9))s gi 


























1 E І sS w"P,(Cos(9)) w-e" 
Jew? —2wCos(8) Jw w+ Í -2C0s(9) > 
| Sens) EXC #0) р, 
Fett: 2Cos(8) 2. w P, (Cos(9)) - 2 P, (Cos(9)) > j: Toast: SE e 
Dérivation n => Sinh(n) T= y Ë + iyu, (Cos(9)) о [ Р, (z) am ayze t2} 
(Gcoc ` as. 2 JL (Cosh(n)-2)5 Schal 
Уз +2Ec бт) =y (И. + Eoc(2n + ye ee P. (Cos(9)) 











Jacost(n, з) 2cos(9) (2Cosh(m.,)-2C0s(9))z = 


1 
= A, =e | 2)" (V. + Еос(2п+1)) В„=е ( Di (V, + Eoc(2n +1) 





J2Cosh (n)- 2Cos(9) x 


Де) (V, + Eoc(2n + 1)) . a 2)" W ) 


(С + i + ) 
E ED 


sint (n " Э E ) 





+ 


=T(,9)=1x> P,(Cos(9))- 











EcSinh(n) 
Cosh(n)- Cos(9) 
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Les intégrales suivantes sont en relation avec les calculs précédents : 


je pL ker 


de AO (ар 22 (ç áp 


X+z 2п 





Brychkov vol 2 2.17.1.n°12 











+ 





ki Bur 


` dz P (z) 


= 2 
x Gab xe 


+1 +00 
De plus Brychkov vol 2 2.17.1.n?13 "P" -20,(y)e > 1 SE > x Ï Q,()P (z) 


Brychkov vol 2 2.17.1.n*12 

















T eo Cos(9) 2x» 2n+1 O, (CosA(r E (Cos(8) 


Le profil sur l'axe z se calcule à partir des coordonnées bi-sphériques, en posant les valeurs 
suivantes des coordonnées bi-sphériques : 
= Jz, - 4 _ 4, X2z, +a ta, 22, -4 +4, X2z, +A, - a,) 























4z, 
dë : | 9=л et n= 2 ArcTanh 2.) 
z +a —a, 42, —a, +a, © 
ze ta, a, | => 
4z, 42, 2 
L : T(z)= T\2ArcTanh| — |,x 
C 
m 2 2 Si 2 эд 2 
ерд ea =. a EE +a |= T(z)= V, 
L 4z, 42, 
e 2 2 2 2 2 2 
ze 4z, -4 +a, nee -a4 +a, +a, — T(z)- V, 
L 4z, 42, 
2 2 2 
, 4A cA tay, а, 9-0 et g- 2 ArcCorant 2.) 
4z, © 
4z +a; -a š z 
ET 5 x 1 2 a, T(z) = T| 2ArcCotanh| — |,0 
Е C 
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Revenons TE à la recherche de la solution en coordonnées sphériques : 


rose $ ABS , $ BECA p 





ЖР п+1 
п=0 i 


r point d'observation 
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On rappelle que l'on a les relations suivantes pour un système de coordonnées basé sur le plan 
situé entre les deux sphères: 
r= (x,y,z)= (x, y, rCos(9)) Fo = (0,0.—z,) г = (0.0,z,) Z, +Z, = Z, 





2 Se 2 2 
- FE, = J +z, —2rÉ, = J +z, +2zz =. +2, +2z,rCos(9) 





„= 








= +Z, -2F.F., = =r? +z, —2z,z = Jr +z, —-2z,rCos(8) 


> те,гу- AA CE), E AER cg 


п=0 п=0 i 











Les deux mU NS aux limites sont : 








r. r deux points respectifs des sphéres supérieure et inférieure 


5 i 


La condition aux limites supérieure donne | Кия suivante : 








„ Un) Ç 
TE, 8), =V, + Ez + E,a,Cos(9) = X PCos(9.)) ^ -1) = "im 


La condition aux limites inférieure donne l'expression suivante : 


I+n) a” 1 
=V. - E, 2, +E, a, Cos (9) = XÀ Cos (9.) ZA –1 ( l'n 2 (22 yo *B, a | 
п = 5 1 








Posons les valeurs suivantes : 


à = аа» U = A, W = B, 


22, | (аа, ys i (а, a, Ga 





п+1 


V, + E,Z, + Е,а,Соѕ(9)= Y P.(Cos(9. ) га) ж AY W,(=-1)" arr ca) 
n=0 a 1=0 


А In! Va, 


n+l 


V, =E, z, + E,a,Cos(9) = Y P(Cos(9,) оу а) та) 


Pur. Пп! 5 


Ce qui conduit au systéme d'équations linéaires : 


U,+A аўн (у, + Bz) |2 A а S UX +W, =(V,-E,a) a 
а, го а, а 1-0 a, 





2 п! 





1 1 
а, | 24° ve (In) a | 22 n anxi n) 
ras) Kl: WEI à" — 0 da 2, Ud) A Ee 
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Retranscrit à l'aide d'une notation matricielle : 
Posons U= [u А F W = W, F 


1 
„(a,\ 2 (I+ n) 
GS =(-1 22 | ga P 
s =|G :] td 


l!n! 


kl а-а] ei 


Пп! 


1- [5,,] Nue v= Pia 
а, a, 


(1+AG*)U=V* | |б=(1-2°С°.С') (vs -1G*.v!) 
(i-26')w- V' ' |w-(r- 2665) (v! -4G".v*) 
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Une fois ce système linéaire inversée, la solution s'écrit avec les développements respectifs des 
contributions des sphères supérieures et inférieures dont la forme dépend du l'emplacement du 
plan entre les sphères, déterminé par les positions -z1, et z2 qui sont à priori quelconque : 

«5 A,P.(Cos(9 = B, P. (Cos(9, 
re, 9 = 56006008), ў n nico) 


п+1 
п=0 п=0 





ErCos(9) 

i 

Fo Lo centres eH des sphéres supérieure et inférieure 
Contrainte z +2, = 22, 


ol = Jr +2 +2zirCos(9) f ell dl d 











ck 








= үг? +z, —2z,rCos(9) = үг? +z, +2z,rCos(x — 9) 


z, +rCos(9) = r,Cos(9,) z, —rCos(9) ==r,Cos(9,) © z, +rCos(z — 9)= r, с — 9.) 












































P (Cos(9, —1)'(1+п) r P (Cos(9, -1) (I n) 
| P, (Cos(9.)) D) 23. y( +n) T dcos) ees A osl H SE ) (+n) P. PER erg 
S Пп! 2 : In! Zi 
P (Cos(9, 1 Р (Соѕ(9, D^ z” 
Cos D - c ES — P(Cos(8)) roZ, (cox H ox ab» а. 4- Р(Соѕ(9)) r > Z, 
5 {=н j 
| 1+ j ] 
е 
п=0 765 
+ 
E 
ZA Xm zs: Pelosi) r> z; 
= T(r,9) =| `” i ) — EyrCos(9) 
I+ n) 
J^ > у , „ән (Соң) res 
УВ, X de À = D — P(Cos(8)) r> Z 
n=0 _| 
En inversant l'ordre de sommation puis l«»n 
[ Í +> +оо 1+ I ] 
eet 
E `= 2 
+ 
Ge 
> T > (Cos(9 3 A, ү Y ECT r> 2› 
T(r,9)= 7 — E,rCos(9) 
l+n) r” 
rietst ar 610 ra 
п=0 -0 
T +œ 9 l=n үү п! 2" 
| Хе DE ) DEn RS r >Z, 
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Illustration du plan médian coincidant avec l'origine des coordonnées bi-sphériques 
P(r,8) 





Rayon de convergence des séries rz. 


|r. = |r -r ;| = +з + 227 Cos(9) 


| = +HCos(3)= rCos(9.) 





- = K 7 
e= |r -r. |= J +2, -2zrCos(8)- ү +2, +2:;rCos(r-8) 


| => – rCos(9 )2 -r Cost, ) & =, +rCos(t-9)=7,Cos(t-9.) 


Le choix des positions -z1, et z2 est libre, toutefois pour comparer la solution sphérique avec la 
solution bi-sphérique, notamment sur l'axe z, un choix s'impose : 


2 2 2 2 2 2 
ue АЕ +a =й, _„ _ 42, +a, -a 
176 2,=6, 

42, 42 


2. 





s 


II peut alors survenir des problèmes de convergence des séries précédentes. Dans ce cas on doit 
alors jongler entre les différentes solutions pour un choix judicieux du développement en série, 
selon les positions dans l'espace. Par exemple si le plan est choisit exactement médian, alors les 


rayons de convergences des séries coïncident pour la valeur r=zs, et l'on a la solution : 
21 = 2, = Z; => 


ECHEC 7 bea ac] т<, 


= Пп! 





Т (7,9) = 


+оо l=n 1 n-l Е 
CODE yeh ne] >, 


n=0 1=0 da 
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Si le plan passe exactement au centre de la sphère inférieure, alors : 
ÊSr Jr, = Jr +4z + 4z,rCos(z — 9) 
9=9 |22 —rCos(9)= —r,Cos(9.) 








zu = 0 a 2,2] 





У n (coste) Al yr d 125 


In! ога `| & B,P,(Cos(9)) 





—T(r,9)- E ; + D L E,rCos(9) 
+œ =n 1 d = r 
> ` P,(Cos(9))> ` A T n! 7 (22. ECH 0 
п=0 1=0 ҳи). P 


Si le plan passe exactement au centre de la sphère supérieure, alors : 


21 = 27. 2, = 0 => 5 = Jr + 42, + 4Az.rCos(9) E FÉ 
2z, +rCos(9)= r,Cos(9,) 9= 9, 








+оо +оо E ln) r” 

> P.(Cos(8))» B,(=1) ( — r<2z, 
+œ e u 1 ! РИ 
= T (r. 9) = Y` hh (Costo, = i E 


"-0 к = „it Nn! (2z, y7 
2, 2 B,(=1) {чїй гт Ï > 22, 


Si le plan est identique au plan Ge soit les positions des centres des sphëres est 





— E,rCos(9) 





2 2: 2 2 
respectivement -21,22: ; =¢ = 4z +a’ —a, acp Az, +a, аг а[огѕ i| 'n' a aucune 
4z 4z 


5 5 


translation de variable а réaliser. 


Le profil sur l'axe z, avec des positions quelconque z1 et z2 se calcule comme suit : 
Q=0siz>0 

: z|, 9) 
9 =m si z < 0 





zel-z наа] 


zel-z-—-a- +a |= T(z)= V, 
ze[z, —a,,z, + а„]= T(z)= V, 
Z> z, +a, > 9 = 0 


L = [+п) z” 
UEM JH 2,2, Bl 1)" Kr = son Z«Z 
=> T(z)= DS A E E E TT + Gg — E,rCos(9) 


— 1—0 +оо Lan 


>> 5,( Ss HES i: n z>z, 


п=0 1=0 








z<-z,-a = dl AE 





„ |с ас» Ken des 


Un! 


SE EEN "le " - E rCos(9) 
ta A = 


n=0 1=0 











SEH |z| > 2› 








Et si l'on doit comparer les deux profils en coordonnées sphériques et bi-Sphériques, alors il faut 
procéder à une translation de variable sur l'axe z, comme suit : 

ú 4z + a, -a 
4z 62 = 4z 


s s 
Ci Z = Z, 762 € 61 +62 =Z + Z, = 22, 
T inus (z F б\ = 21) = T pi-sphérique (z) < T phéri rique (z F 2 7 6) = Bi-sphérique (z) 
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A titre d'illustration voici le profil sur l'axe z d'un problème aux limites à deux sphères, hors de la 
présence d'un champ électrique, calculé soit en coordonnées sphériques soit en coordonnées bi- 
sphériques, pour des paramètres suivants : 

— Q1-0.5 

— 02-2 

— V1=-1 

— V2-2 

— zs-3 

— E0-0 


La convergence en coordonnées est obtenu aprés seulement 4 termes du développement, tandis 
qu'il faut plus de 10 termes en coordonnées sphériques. On a utilisé le plan médian pour les 
positions z positive et au delà du rayon de la sphére supérieure. Pour les positions en dessous du 
rayon de la sphére inférieure également (translation de la forme 


2 
бл 4z б» = 4z T phérique (z F б\ ш 2.) = T iios (z * Zs 7 б») = T pi-sphérique (z) 
" Ж ). 
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2 2 2 2 2 
_ 4z, +a, —u, 4z +a, —а, 








Entre la sphëre inférieure et le plan médian, on a utilisé le développement sur le plan bi-sphérique 
(pas de translation dans ce cas) : 


— Sphéique P lan Médian et plan bi - sphérique 

(z*z1-zs,zs = 3, а10.5, a2 = 2, V1 = - 1, V2 = 2, 10termes) 
— Bi- sphérique 

(2,25 = 3, a10.5, a2 = 2, V1 = - 1, V2 = 2, 4termes) 
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Problëmes aux limites de Laplace homoqëne en dimension radiale sur des sections coniques 
pleines et creuses 


Dans tous les problèmes coniques-sphériques envisagés jusqu'à présent, seuls les problèmes 
homogènes en dimension angulaire ont été résolus. Il s'agissait de problème du type : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(0)et u, = Cos(6, ) et L = Cos(0,) 


T(r.6), ,. = fi (Cos(0)) 
T(r,9), ,. = fa (Cos(8) 
T.(r,z) ou TEA =0 








T.(r,z) ou T.(r.z) =0 
Z= 


On a même exhibé quelques propriétés intéressantes des fonctions propres angulaires, des 

fonctions de Legendre de degré non entier. Ce faisant on a utilisé dans la séparation des variables 

(prenons pour simplifier l'équation sphérique en r,9) les équations séparées suivantes : 

T(r,0) = R(r)@(0) 

А(А +1) 
r 


2 





R''(r)+ 2 eo R(r) =0— R(r) = Ar? +Br 0 
r 





Ө"(0)+ О) Ө'(Ө)+[А(А4 - D]e(6) = 0 = Ө(Ө) = AP, (Cos(0))+ В О, (Соѕ(0)) 
їп 
P; (z) Fonction de Legendre de degré A О, (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré À 
1— Cos(0) 


valeur propre nulle > si А = 0 => R(r) = A+ B/r; G(0) =C + D Log 
1+ Cos(0) 


Seulement les valeurs А entiéres (sphére compléte) ou non entiére (cóne) positives ont été 
envisagées. 


Envisageons un autre type de problèmes homogènes dans la dimension radiale, à savoir : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(9) et щ = Cos(0, ) et и, = Cos(9, ) 


a T. (r,0)- BIT(r,8). = O conditions mixtes licites avec coefficients constants 
a,T.(r,) * BT(r,0) _, _=0 
T.(r,z) ои T(r,2)., = fi, (r) 


T.(r,z) ou Trz) = f,,(r) 


Ci dessous une cône creux en rouge la surface aux conditions aux limites inhomogènes et en bleu 
les deux surfaces aux conditions aux limites homogènes (r=Cste) 
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Ci dessous une section conique creuse en bleu la surface aux conditions aux limites inhomogènes et 


en rouge les surfaces aux conditions aux limites homogènes (r=Cste) 








— Y -10 


1.0 
Dans ce cas il convient de trouver un système de fonctions propres dans la dimension radiale 


_ À —(А+1) 
permettant ип développement en série. Ce n'est pas le cas avec les fonctions R(r)=Ar"+Br 


pour le premier choix de valeur de A. 
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Mais revenons à l'équation aux dérivées secondes, et transformons là par un changement de 
variable : 











R'(A)+ZR'() t Rr) = 0< r= e 
r 

=> dr =rdt > RG) E Biel e (+ Eu 

RAIER ACE) Rr) = 0 > R O+ ZR" O+ 2 RO CD во) = 0 
r 


=> Zum sai +DR(0) = 0 


Equation caractéristique => x^ + х— АДА +1)х = 0 => Discriminant ^ =1+42(2 +1) = (24 + 1) 
2 

Sous la forme R'(r)+=R'(r)+ E Rr) = R" (t)+ R'(t)+ uR(t) = 0 — Discriminant А =1-4u 
r r 


Le discriminant s'annule pour la valeur À=-1/2 ou u-1/4, donnant la solution suivante, sans que 
cette solution ne corresponde pour autant à la solution de valeur propre nulle qui elle demeure 
R(r)=A+B/r : 

R(t 
Rye RO) 30 - ONES 


Log(r) 


no - [a5 +B JG +в) 2 (2+8)=Vr(2+8) ou l(Br+4) 
r r Jr 


Pour les valeurs tel que u»1/4, alors la valeur À( À*1)«1 et les solutions radiales sont en puissance 
de r, non oscillante. Les solutions radiales générales s'expriment sous la forme : 

R'(t)-- R'(t) -uR() 20 t-Log(r) 

V+41+u=0= A(2+1)=- 








Sil-4u»0 
—IEJI-a4 1+ 41-4 HENN NE 
> = pars EAE gg - al X ug = Ro = ae tee) 
zal 1- 41-4 
is Au RD = (ие äere R(s) = (4e °) + Be") 
= R(r) = (ar a) 4. Br? ) 
Sil-4u«0 
Cub ze 
кү ы 1+ij/4u-1 
2 
R(t) = G 3 ü M ma) = lach" AC SS 





R(r) = 46 (2 PONS) 
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Nous avons ainsi trouvé des fonctions oscillantes pour le cas u«1/4, il suffit alors de contraindre ces 
fonctions à respecter les conditions aux limites radiales : 


Soit pour une fonction sinusoidales s'annulant en Ir1 et Ir2, on trouve immédiatement : 


4u-—1 
Posonsv = = = et a= Log 2) 
rl 





Conditions ROL, iz R(I,,) -0— v zo| 2] =пл SVA =NT 


rl 








nz Log | ; nz Log | 
п oubien R (r) = À Sin п 





1 
R, (r) => Sin 1 
vr Log la i Log 12 
Li La 
Pour une condition de Neumann de part et d'autre : 
Conditions T =0 et M =0 Posons t=Log(r) t -Log(lj) t,-Log(l,)7— — ; 
r r 


SSE GI 








Е Jac 
end 8) е0 Dhs ar = Lou) pete 


rl aœ La 2 


dR(1..) = dR(l,,) zs dR(0) _ dR(1) - 
dr dr dr dr 


Conditions 0 








R(t) = datz Cos(v t) + D Sin(v t)) > R(t) = lu Cos(vat)+BSinvar)) R(r)= R'(#) _ R'(r) 


Ju "cene 
at 


е? Ë (- ASin(v ат) + BCos(v а 7)) 





[24 


EA 
; a — A i B 
В. (т) = =É 2 (сео дву – 4) - Sin(v а da + z) 


=> Conditions R (0) = К. (1) 2 A= B-0 sauf siSiva)-0-—va-nz 


=> Conditions R'(t)=0 R. (r) = 


- SÉ Cos(v ат) + B Sin(v a oi 





Dans cecas В, (0)= 0 = Ву ies A=2Bv 


ат 








R(t) = „а mV Cos(va 7) Sin(v a t )) > v = E 2А 
Е = 
La 
| nz Log / nz Log | 
R, (r) = Ss 2 Е Соѕ а + Sin s s HE 
d La La 
| E 
oubien Р, (т) = | 23——7—. Cos "Z |4 Sin n 
r 


l l l 
L 2 L r2 L _r2 
“| La | “| li | “| La | 
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Pour des conditions de Dirichlet en bas et de Neumann en haut : 





Conditions R(1,)=0 et m =0 
1 -% , a -* Sin(v a z) 
S R(0)=0 = A=0— R() =—==e ? Sin(var) et R'(t)=—=e ?|vCos(var)-= > — 
Vla Vla 2 


— Conditions R'(l) =0— v tq Sin(va)=2vCos(v a) 





узук к ecce 2 Sin(v, ат) < art = Log 4 
АЖ rl 


Il vient 


а = SE 
La 


v, tq Sin(v,a)=2v, Cos(v, а) 


n 


R (r) = Jm al, SE | | oubien R, (r)= fa si. Loe Z) | 


Et enfin pour des conditions de Dirichlet en haut et de Neumann en bas : 


Conditions 0 =0 et R(1,)=0 
r 


ft Т 4и = 1 


Роѕопѕ t-Log(r) і = Log(lj) t =Log(1.,) эт = 














t, =t, 2 
H Б Ë ) 
а =t, =t, = Log Эт = —t-t,-at ат = Log 
rl a 
Conditions 2) = 0 et R(,)=0< R(0)=0 et ŒO 0 
r 


ат 


R(r) = T G Cos(v Log! ) + D Sin(v Gel: » e RG)= TU Cos(v a z) + B Sin(v a z)) 


r2 





R'(r) = JNE): => Conditions К'(т) = 0 
ar 

R'(r) = | (= ASin(v a t) + BCos(v a r )) + SÉ Cos(v a r) + B Sin(v а oi 
r2 


R'(c) = Aire [entra de + 4)» Sin(v a EEN 


К(0)=0= 4=0> К'(т)= Ae {у Cosy an+ Se) 


Vi: 2 


A = 0 = Sin(v а) = -2v Cos(v a) 
T 


ат 


К(т)= е? Sin(v at)=> l vient v, tq Sin(v,a) -—2v, Cos(v,a) а = li 
rl 


п 


R (r)= 4 SP Log * | | oubien РВ, (ғ) = tz sial v, ll: | 
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Orthogonalité et normalisation des fonctions propres radiales construites 


On peut se convaincre facilement de l'orthogonalité en appliquant directement les résultats d'un 
système de Sturm-Liouville : 


“| ach uR(r)=0 

=> Système de Sturm — Liouville w(r)=1  p(r)=r"  s(r)=0 
Il vient alors la propriété : 

R. (r) > O, (r) 


12 2 
[aro 097,0 = |o; c) Sum 
La 


loa = fav} 


On va calculer les normes des fonctions propres directement par leur intégrale, mais avant 
exprimons des intégrales avec les fonctions propres radiales et une fonction quelconque sous la 
forme normalisée suivante : 


RO= Y0) 


Vr 
< 80) 
He 


V. (r)7 A,Costv a r)+ B, Sin(v „a c) 


r'=" >e = r = а a = Log Le St=aTt 
La 3G La 
Log Jj 


I- [ar fG)R,G) Ф, (r)œ 6) + ad ла) 


rl rl 














rl 


Log), Jil 


I- [ar FR, (Р) = [ar g(r) Y (r) = [ di EU p (p) — | dt gv, (r)- a [dz g(c)v, (z) 
la Lë r 1 r' ° ^ 





Cette intégrale est valable quelque soit les valeurs propres et fonctions propres associées de nos 
différents problémes sur le cóne. Appliquons cette série de transformation à la fonction propre 
elle-méme : 

пл 
Y. = 


É l 
L 2 
“| La | 
16 r 
R, (r) = E si ted Z] | 
ri 


f(r) = T si SH | 


I = jar ROY = a [а= (Р (2)) ауес w (r)= Sin(n x z ) 








1 Lo! =) 
П vient I= a dr (Sin(n л z) а _ D 
0 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En l'appliquant à la forme Cosinus : 


1 1 
I= а dr Cos(n zx  )Sin(nz «) = BLZ Sin(2nz z)= 0 

0 0 
Cela permet d'appliquer le résultat avec une combinaison de fonctions sinusoidales lorsque le jeu 
de valeurs propres est identiques 


Deux résultats peuvent donc étre donnés : 
Conditions de Dirichlet | R,(L,) = R (L,)= 0 


1 пл ted | od = J 
R (к) = — Sin TASIR 2—— 
a 


2 
dR, (Li) ыт. dR, (L5) чы 
dr dr 

















Conditions de Neumann 0 





i "яң пл SH 
Soit R (r) = А„Соз| —— |+ В іп —— 





=> 


L 
2 zl b | 2 2 
R,(r)| => 224, +B, ) 








À S HE U. шк OB eed 


n 1 п 
І, 2 
| d | 

Ld L, 


J , 
R, (| < 41 LU | 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Pour les problèmes combinés, conditions de Dirichlet en bas et de Neumann en haut : 


ака) _ 
dr 


Conditions R(l,) 20 et 0 


v, tq Sin(v,a)=2v, Cos(v,a) 


R (r) = T si. SD | 


1.5 1 
І = [а R, (r)? = а [dc (P (0) avec Ф (2) = Sin(v,a z) 
m 0 


Rtl = af dr(Sin(v,art)) = Sfar (1— Cos(2v,a zl 


0 


a Ë Sin(2v „a a] o [ эфа) _a [ Sin(v, Sese 


2 2v,G 2 2у „a 2 VO 




















R, "i z ` [ _— | 














mais aussi 
27 Œ Sin(v „a P 
R (r) = 1 2 
at -p-35 
Avec le probléme combiné, Conditions de Dirichlet en haut et de Neumann en bas, on change 
l'intégration : 
1 
R (r) =—= Y, (r) js: 
Jr b . L, 
I= far f GR, (r) P (r)oc A,Cos| v,Log| =? | |+ B,Sin v,Log| = 
mois 80 ` i i 


dr 
V. (r)7 A,Cos(v„a z)+ B„Sin(v „a c) 


r= se =r'>t = 4 AE 
L, SE La 








rl 


I= [dr FOR) = far 8D w 67) Sch dr EC À (и) = [(drgOY,(t)=a[dt stemt 
pn Li r 1АЙ,» r' —Log(l,s /1,) 0 


V. (r)7 A,Cos(v„a z)+ B„Sin(v от) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


En conséquence la norme est égale à : 


BR. ep RU en 


r 


Conditions 


v, tq Sin(v,a) = 2v, Cos(v,a) 


n 


R. (r) = T sv. Log" 


r2 
r 





1.5 1 
| | == [ar R, (r)? = af dr (pt. (2) avec Y,(r)=Sin(v,ar) 

La 0 
1 1 D E 
RO =af билак TD ée - Cosov a c ))- 2 [ Sin(2v,a d -2 [ Sin(v, a )Costv.a d 

5 25 2 2у „a 2 VO 
2 

D (f o c 2Cos(v,a ) | 

2 a 
mais aussi 


4 2 
EH 
av 




















Calcul des normes en théorie de Sturm-Liouville 


Dans le cadre d'un problème de Sturm-Liouville régulier 

rell] PO)>0 w()»0 

dÒ (r) 
dr 





d аф (r) Е B d 
- an E Li uw, (r) =0 | го) 


u valeur propre del' opérateur de Sturm — Liouville 


jt w(r)-s(r))b, (r) 20 


Les normes se calculent de la maniére suivante : 


SEENEN Gët 





| dr w(r)® „(r)? = ef ER ди Ouôr 


La 
On rappelle d'autre part que la valeur propre de l'opérateur de Sturm-Liouville dans notre 
problème était transformée de la manière suivante : 


u = —р(р + 1) forme de Legendre 
j J44u-1 


-1£ijAu-1 1 











Саѕ1-4и<0 ә p= + 
x d 2 2 2 
4u-1 
En posant v = x STEET 


En conséquence les dérivées paramétriques sur les valeurs propres changent de nature : 


4u-l 
En posantv = E 





== w eto du =2vdv 


Appliquées ces formules à notre probléme, il vient : 
p(r)=r^ w(p)-1 Ф, (к) ә А, (Р) 


Гав (r)? = L y ER ERU. (r) OR, (r) À 
L d ôr Ov ‘ Over 





La 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Rappelons également les valeurs des dérivées premières en coordonnées et en paramètres pour 
une des formes des fonctions propres : 





t-t 1 
Posons t-Log(r) t Log(lj) ї„=1оё(1„)—т= L a=t,-t = Log 3 


2 -f rl 








e anne kol АЕ 
a rl 
Posons R. .(r) = CAC et R, (z) = R, (т) et R (т) E OR, (т) 
| Or ` дт | ду 
ee ACos| v Log Z ||+BSin v Log Жы T а А06 
Vr La La Í ar ali 


ат 


R (т) = qu Cos(v a z) + B Sin(v a z)) 


rl 


К, (t) = de (eoe a de - 4) - Sin(v a оа v+ 2) 


; ar -— 

T)=——e 2 (~ ASin(v z z)+ B Cos(v ат 
RO ( (var) (var)) 
PRG) _дВ G) o 2 

ôv ôr ду NA 
Exprimons la norme à l'aide de la variable normalisée т, il vient : 
OR, (т) 








Ú Cos(v a 1) - ASin(v a r ))-a [sue a (зу = 4) + Cos(v а da + 2 




















Posons R, , (r) = SE et R E 50 R. , (t) = =l e% 
U Or j дт | ду 
А R —aT 2 -at 2 
RE 0,20 
| al, OvOr cal, OvOc 
2 1 
= |R, of = Ju eat OR, (т) OR, (т) R. (z) ô R, (т) 
2a v дт ду дудт 
1 
l ' ' O^ R, (т) 
R (r) = | e| R. GAR R ү 
р = z2- E | OR G) - B G) = ji 


Retrouvons alors les résultats des normes dans le cas de Dirichlet de part et d'autres : 
Condition de Dirichlet => |А, (с)], -0 et [Sin(e r) =0 [Cosv ar) = +1 Icos? (у a cl =1 
А=0,В=1 


ат 


2 е 2 Cos(v от) 


R, (т)= — e Zu Cos(v ат) R, (т)= 


m 
[04 


R, (p - zl т Cos’ (v a cl 2 


AT 


m 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Dans le cas Dirichlet en bas et Neumann en haut, il vient : 
R,(0)20 et Re: (1)=0 


v, tq Sin(v,a)=2v,Cos(v,a) A=0,B=1— R (т) = e 2 Sin(v ат) 


ED 
n Jla 
| R, „(т)= ZT ¿ 2 Cos(var) 


rl 


«T 


e 2 "(veas y- Sara) 


SR) T 


ат 


2 D» 
OR,(r) «e Cos(var)1-2E)-v art Sin(v at) 
дудт JL, 2 


OR(0 o 








' @% ' 
= 0)2——v R,,(0)=0 = 
R st ) [IE ech ) дудт Jla 


а а 


ЕК, (1) = Us б Cos(v a) DC) R. = a Cos(v a) 


R,(1)= 





NA Sin(v æ) RO = el Cos(v cl: gd v æ Sin(v 2) 


18 GP = deele on, DR RD 
a v 


дудт 





NE O^ R,() 
Jh (R.08,0- RD | 


= SE (v Cos(v œ) 09 Cos(v а) — Sin(v ax Cos(v afi- z) —v a Sin(v >) 
av 2 2 





= (va — Sin(v aœ) Cos (v а))= з \ 


Sin(v a) Cos(v 2) 
v 


MO 


Ce qui est le résultat déjà trouvé еп calculant directement l'intégrale ! 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Rappelons également les valeurs des dérivées premières en coordonnées et en paramètres pour la 


deuxième forme choisie des fonctions propres (cas Neumann en bas et Dirichlet en haut): 
Posons t=Log(r) t,-Log(lj)) t,-Log(l,)7- GER gE t -4 = od а) 
rl 


274 





t,—t 
[04 


SE 








1 
Э!=һ-атеат=!о4| "kri 
r 


Posons R, (y = 0) et OS et R. (т) = RO 
4 T 


R (r) = ch cov Los - ) + В зн Los Â ))) > Ws BAD: Bis Ge 


ar GL. 
ат 


В, (т) = —e? (ACos(va r) + B Sin(v z z)) 


T" 
R (t) = pol. de £ 4) — Sin(v а da = gd 
т az 2 2 


I ar + 

R. „(т)=——=е? (= ASin(va tr) B Cos(v z z)) 
| JL, 

ОК, (т) _ R.T) a 














zit Cos(v a 1) - ASin(va 7))- a [soe a de + 4) + Cos(v а dÉ v- 2 








ду дт ду L, 
Exprimons la norme à l'aide de la variable normalisée т, il vient : 
Posons R, ,(r) = eR et К, (т) = eme R , (t) = ОО es Loe s 
i ôr дт ` ду 
i R ат 2 or 2 
R, „(r) = — Ge et à К, (r) = < g К, G) 
i al, дуд” al, дудт 








а c secta | up] SC ORC) в) RO 
2aY дт ду дудт 


Е ЕЕЕ кок) 
v | Ё OvOT | 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Dans le cas Dirichlet en haut et Neumann en bas , il vient : 
R (0)=0 et R,. (1)=0 


e? Sin(v at) 





v, tq Sin(v,a)=-2v,Cos(v,a) А=0,В=1= К (т) = 


п 





1 
"m 
«т 


| R, (t) = EE 


ат 


=> К, (t) = dep Cos(v ат) + 


rl 


at 


Sin(v ат) 
2 





at 


В, (г) «e? 
дудт ITS 


>KR.O)= Zv R (O)=0 2RO_ а 


TEN ôvôr — 4I, 





| Cos(var)(1+ ei -V aT SEH 





; е? Sin(v а) | е? 
RD= Seel: Cos(v a) ED) R, (l) = — c Cos(v a) 
| АЧ; 2 í V 1,5 


2 2 2 
= Sin(v о) PR S 


SC nar el Cos(v 1+9 )-, а Sin(v a) 


of = da en (ion neo ERO) = а e(R.08,0-2 0220) 


R, (1) = 








дудт 2a v дудт 


SE (v Cos(v aœ) + eo, Cos(v а) — Sin(v a)a | Соз (у ZU + gd —v a Sin(v 2) 


 2av 





1 . a 
= S (va — Sin(v о) Cos(v а))= 5 \ 


Се qui est le résultat déjà trouvé en calculant directement l'intégrale ! 


Sin(v а) Cos(v а) 
vo 


II ne reste plus qu'à calculer par ce moyen, la norme pour des conditions homogénes de Neumann 
de part et d'autre, donnons l'expression la plus générale de la norme quelque soit les coefficients 
A,B, il vient aprés une session de calcul sur Mathematica : 


Pour les conditions homogénes de Neumann de part et d'autre, on retrouve la norme calculée. 
SiA-2v et В=1 et Sin(2av)-0 et Cos(2av)=1 il vient: 





2 2 
R, (p = leche + B°)- АВ Cos(2a v) EF) suos 2 


IR, f = 2 (+4?) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Formes des fonctions angulaires associées 


Les fonctions angulaires associées sont solutions de l'équation différentielle : 
Sil-4u<0 A(A«1)--u 











E е ШЕ 
> À = LEE RES РТ 
2 2 
4и—1 
En posantv = 3 
o Cos(0) — 
@"'(0)+ ыш) Ө'(Ө)+[А(А +D] 202 6,(0) 2 AP, (Cos(0))- BO, (Cos(0)) 
in Ed one 


1 
Poit (z) Fonction de Legendre de degré — 3 tiv 


——+iv 
2 


1 
Q (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré - 5 tiv 


——+iv 
2 


Aussi appelées fonctions coniques ou fonctions de Mehler 

Sans oublier la solution de valeur propre nulle des équations séparées: 
Cos(0) 
Sin(0) 





@"'(0)+ 


@'(0)=0— Ө,(0) = A+ ziel Coran $) =С+ DLog| nd = E + F Log 


1— Cos(0) 


1+ Cos(0) 


On rappelle que les fonctions de Legendre de première et deuxième espèce sont reliées par les 


formules de liaison : 


P.(z)- - — (Cos(rr)0.(2)+0.(-2)) Q,(2) ==" = (Cos(r л)Р.(т)- P.C2) 


z Sin(t л) 25іп(тл) 


Lorsque т=-1/2+і v, il vient : 


F = Í GIE SC kk, E ca) 
2 ДЕ 9 2 2 





























e? =i е? =-i= Cos ет |= ы r s 286 =i Sinh(vr) 
2 2 2 
m E vtm -vr ул 
Sin skiy r |= S £ d кес Cosh(vr) 
2 2i 2i 
EE iSinhvz)P, (2-P, Lal Р 
RE = 2Cosh(vz) - ju -puv 2 Cosh(vz) 


——+iv 
2 


Il est facile de démontrer la valeur réelle de la fonction de première espèce, en utilisant la propriété 


miroir des fonctions de Legendre : 
Р.) = Er | z 
P. (2) - Р, (2) 


P, QP S P OS Q) réel 
2 2 2 2 





Dt =: l . Ib. 
T-——tiv—T- iv — tiv |=—(т+1) 
2 2 2 


| 


(—z)—iSinh(vz)P , _ H 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


La fonction de Legendre de première espèce est à valeur réelle et on l'appelle communément la 
fonction conique de première espèce ou fonction de Mehler. On voit que le calcul de la fonction de 
Legendre de deuxième espèce donne un résultat imaginaire. Il faut alors choisir une valeur réelle 
pour une fonction de deuxième espèce. Certains ont choisit cette dernière fonction, en prenant 
comme valeur à définir sa partie réelle, comme fonction conique de deuxième espèce : 





^ л 
2) = Ке z) |= Р 2 
e ) | Ra ) 2 Cosh(vz) GË ) 
л Sinh(vz 
vo. o) zm ne 
En effet, on ne peut prendre la partie imaginaire 2 КЕ саг cette 


dernière n'est pas linéairement indépendante de la fonction conique de première espèce. Аи 
passage il est évident que la partie réelle d'une fonction à valeur imaginaire, tout comme sa partie 
imaginaire respecte également l'équation différentielle à partir du moment oü tous les autres 
éléments de l'équation différentielle sont à valeur purement réelle. L'association entre fonctions 
radiales et angulaires est donc la suivante : 

v, valeurs définies par les conditions aux limites homogènes radiales 


1 
r V, iv, 


o'(r- ^ 0) +В! ы) > Ф0(0)= 40Р. (Cos(0))* BO, (Cos(0)) 


rl rl 


Toute solution du problème aux limites présente le développement en série suivant : 


T(r,0)= (4 + 3 4 DIEN + 
r 


+ Y 34 са) +В] sl Aal ler. (Cos(0))+ Bi. (costo) 


n-l ri ri 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Exemple : soit le problème aux limites : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z-Cos(0)et u, =Cos(9,) T(r,0) _ 7 40) 


On écarte rapidement la partie de valeur propre 0 identiquement nulle, et d'aprés l'étude des 
fonctions propres la solution se développe en série ainsi : 


T(r,0)= JHE asim sie Jr (Cos(9)) у, ER R,(r)= Lal tod al 
La 











r=l,; 

















12 
| dr f ()R,(r) 2 | dr f (r)R,(r) 
2 r e L, 
v (r) = sl, tod Z) | W (t) = Sin(v „a T ) A, = = - 
La [ХО] P , „ (Cos(0,)) 1412) , (Соз(Ө,)) 
Li 73" 
tod = J 
| Ў T= => Normalisation de l'intégrale v — e! = d > T = S r=] e" t-ac 
rl Lo 
d d | 


Lost) rall, 1) 


pe Jo zen, o - far SC Ф, (е) = 4/1, | dt f (де?ҹ (6 Gelee? ` £O, (z) < = Logl 12 | 


P i. (Cos(0)) 











L aL, S, >S, = fare? sut, at)=T(r,0)= de $ s silv, ZH | 


P, (Соз(Ө,)) 
pv, 


(r) = T, 


Supposons que la fonction limite est constante + , il vient : 

















1 ат а 

/.@)=Т, > S, = T, [ат e? Sin(v„atr) «= Log | Cos(v,a )= 1)" e ? = = 
0 rl r2 

Д arm 
АТУ, 1e? Cos(v,e ) 14 AT, sell, - JL, CD") 
S$, = 2 = 47,пл => 22 2 22 
a 1+4v, а +4n z M " +4п°л ) 
P, (Cos(0)) 








T(r,0)= E Y "т/а - JL. C sn ze Н ) iv, „_"® 


гаї а +4п?л P, (Соѕ(0,)) " a 
51% 


fT Ir 


Supposons que la fonction limite soit de la forme : il vient : 

fO) =T, = PC X E EO = > Cos(av,)2 (-" et Sin(av,)=0 
SE 

$, = T, | dr Sin(v„a z )= = => S, =0 Sam = a 


Sin| vn roef =) y. | (Cos(0)) 
re,o- Т. la Y | ULM qp 
"e dr É О (Cos(6,)) 


+iV2n+1 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


Exemple : soit le problème aux limites : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini == Cos(0)et и, =Cos(0,) 


ee, = 
TEO 
M 


La partie radiale de la solution de valeur propre nulle Aç+B./r donne une constante dans ce cas. Et 
la partie angulaire donne également une constante, du fait du respect de la condition de finitude 
de la solution à angle 8-0. D'aprés l'étude des fonctions propres la solution se développe don en 
série ainsi : 


T(r,2) 





R, (r) = 4; +®% = C.L.Neumann > B, =0 еі R,(r)«l a = Log Ë 
ri 


@ (0)= A? +B? СӨ) Гіт Log| san 2) =—o= BI =0 et @,(0)<1 


->0 


T(r,0)= А + — LÀ È A [24 Ca. tod 7 ) | si ZI | 7 (Cos(0)) у, = _ 


R. (r) = иб SH | + эң, SH ) Y (z) = 2v, Cos(v,a z )+ Sin(v „a r ) 


| ao) [arro Б 


А, = E: =i == IRO кыш к. 


r2 r 








dh 2 [ar oun 


Se NO Е ҮЗ ттт, = 


Р | AR. r t 
Normalisation de l'intégrale r => e = > T=— < r =le 
a 


rl 





= (+4, | 














ат 





і = ат 


І, = far f. (r)R (r) = Ba dc pot (r )(2v„Cos(v „a T )+ Sin(v „a T )) 


at 


= S = fare? 2 f.(r)(2v,Cos(v,ar )+Sinv „ar )) 5, = [ar f) 
P 


S; A об r | r uv, 
T(r,0)= +27 n 2v Cos| v Log] — | |+ Sin v. Lo 2 
ES r É L : š |Z) É dE (Cos(0,)) 
Lev, 


ауес v, = — 








Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


s д8 que la fonction limite est constante = Ts, il “© immédiatement S, =0 : 


at 


S, {are (2v,Cos(v,ar )+Sin(v,ar))=0 5, =7, far - T.(L, -1,) 


ome puisque Sin(v,z z )= 0 


` 1 
І, L2 
zl La | 
et la solution se réduit bien à la valeur triviale Т(г,9)= Ts 


Ло)= 


Avec une fonction limite de la forme : Jr , il vient 





ат 


f) = T, L= р) de 
r 


V, = — > Cos(av,)=(-1)" et Sin(av, )-0 
| | 
ri 


1—- Cos(av, lg -0 KO =T, 2 _ 
SS (2n +1)л 





1 
S, = T, [dr (2v, Cos(v, a r )+ Sin(v,ar )) = T, 
0 


L; 
S, =r, f [ea = Ji. (t. - A1.) 
La 


EN 2T TN T AUS $ [sen toT. | + sl (а | TE (Cos(0)) 
pen) re ((+4у „2л + DP, (Cos(0)) 
2 n+l 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 
Exemple : soit le probléme aux limites : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(0) et Hg = Cos(0;) 
T(r.0)),., = ti) 


On écarte rapidement la partie de valeur propre O identiquement nulle, et d'après l'étude des 
fonctions pa la solution se développe en série ainsi : 


T(r,0) = Ee Ens] 6. (Cos(0)) v, tq Sin(v,a)=2v,Cos(v,a) а = SEN 
r rl atn rl 


п=1 








j^ (r)R,(r) 2 | dr F(R, (r) 





R. (r) = T si SEH | А„ = 


a dt Sin(v, a)Cos(v„aœa) 


V „Œ 








V „a 


| 3699) af Steel (Соз(Ө,)) 








, Normalisation del'intégrale 


I, = [ar zum (r) = a fare” Gem) )=al,s, = S, = асе дон, ат) 


sl ail 7) P, (Соз(Ө)) 
` \ Sin(v, кы Es (Cos(0,)) 


Ж 





La +œ 
T(r,0) 2 22— Y S 
=> T(r,0) T2 





Supposons que la fonction limite est constante FOET, , il vient: 
4v 


КСК 
sol Al, „ (Cos(0)) 
=> T(r, 9) = È LADY S : = 


Jr SGi(1+4v,? Í Sin(v, a)Cos(v„a)\ Р М, (50) 
v,a E 











v, tq Sin(v,a)=2v, Cos(v,a) 


n 





f.q) = Ss 
Supposons que la fonction limite soit de la forme : "il vient : 
лотар f Te v, tq Sin.) - 2v, Costv,a) 
S, "les v„art)=T, r 1=Cosv„a ) 
av, 


(1-Cos(v„a ed Al 7.) Pu. (Cos(0)) 





Jed 
r,0 
T(,0)- 27 ED 


M 


v„a — Sin(v, œ)Cos(v „œ )) Pi (Cos(0,)) 
i iv, | 
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Exemple : soit le probléme aux limites sur une section conique-sphérique : 
AT(r,0)=0 T(r,0) fini z =Cos(0) et и, = Cos(0,)et u, = Cos(0,) 


T'(r,0) ,. =0 T'O), =0 T(r,z) jn =f(r) T(r,z) bn а 05 


Qui se décompose en deux sous-problëmes : 
AT(r,0)=0 T(r,0)fini z= Cos(0) et u, = Cos(0, ) et u, = Cos(9, ) 
T'(r,0) =0 T'(r,0) =0 T(r,2) =0 T(r,2)., = fr) 




















ғ=1,1 r=l,2 Z=} 
ainsi que : 

AT(r,0)=0 T(r,0) fini z= Cos(9) et u, = Cos(0, )et u, = Cos(9, ) 
T'(r,8) =0 T'(r,0) =0 T(r,2) T = fr) T(r,2) = 0 


Le premier problème se résout par les calculs suivants sur la partie angulaire : 








r=l,) 








Valeur propre radiale nulle > D,(0) = Аў + B? СӨ) = С + D° Log теде) 
0 Sin(0) I z (2) J1—Cos (0)  [1— Cos(0 
Т = 0 € |0,z |, Sin(0 )= 41— Cos (Ө Т = = 
an?) Cos(0)«1 р) dar Cos(9)+1 — A14 Cos(9) 


Tad 92) EM Tad | | 
2 1+4, 2 1+4, 
Valeur propre radiale non nulle = Ф (z) = AIP, ` (z)+ в?) , (z) 
tig 


Р, () д, (2 BS 


Se ui Ес 1+ Cos(0) 
fq (д) Q (и,) do ЕЗ 

LA Б z T 

+H, 








T(r,z) 





2=щ 
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) 











Ainsi que sur la partie radiale permettant de donner l'expression du premier EE 
Ry(r)- 4 +2 0 = C.L.Neumann > B,=0 et Ry(r)«l «= ZU d IR c» = foi. E 
R (r) = SS "8 co SR |}, si. SEH | YP (т) = 2v Cos(v «т )+ Sin(v„a r ) 
rl rl 
1— Cos(8 ^ 
«(1+ 4v?) iis Ë 20 МЕ те 
IR = Ө,00) =1 — а 
2 e 1—д, EM (а) es (ш) 
1+ д š i 
T(r,0)= AO,(0) + == SS E Cosl v, od + Js. roef) Je: (Соѕ(0)) у, = СЕ 
n=l rl rl 
1, 
| dr f, (r) [dr f. o) 2 | dr f,()R, (r) ll 
" А, = @,(u,)=1— i 
“IR, БЇ © alus ) 20231 Lë (ш) ЕЕРЕЕ (и) dis Log 1— 44 
1+д, 
Normalisation del'intégrale т »e =Z r=} rle" і= ат 
rl 
1.5 1 ат 
= ] r£ (r) ext [are 2 f. (r)Qv, Cos(v,a z )+ Sin(v,a r )) 
ac 1.5 
= S. „=J are" ? fa(r)(2v„Cos(v„a t )+ Sin(v„a t )) S,, = [ar fio) 
la 
1— д 1— Cos(0) 
L 
s (T (ee 
T(r,0) = e Í 
Hi "H: 
l,—14) Log m [J 
( | Ë +H, - 1+ u, 
‚Ул € 2 DI | | ) ° (Cos(0)) пл 
S. 2v,Cos| v,Log| — | |+ Sin v, Log 2 avec v,=— 
Jr Z 2 Li La D Lu, a 





Jr = lge 
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L'expression du deuxième problème donne : 


R. (r) = ED La) | + sl, tod Z) J Y (7) = 2v, Cos(v,a c) Sin(v o c) 


rl rl 


zog ee) Р 0,0 








6, (0) = 1+ Cos(0) D (z) D ud lir us 
uim) Pants) 91,0) 
1+, : 


ат 


1 1.5 
=> S, = [dre? fi()Qv,Cos(v,a c) Sin(v„art)) So = [dr fio) 

0 А 
[Же 1— u, tog 1- Cos(0) 

b: 1+ р, 1+ Cos(0) 
+ 
l-u l-u 

Lf) Log = "2 |- Log| — 
(1, J SES di 


JEL RE у r | r o^(Cos(0)) пл 
2—7 e: 2v C Log| > S. L n = 
+ Um Zeta v,Cos| v, Log Tm + SIN] v, Log 1. Ф°(и) avec v, T 


Lorsque les deux fonctions limites sur les tranches de la section conique-sphérique creuse sont 
constantes, alors on a la nullité de tous les termes de valeur propres non nulle puisque : 
fG)-T (@)=17, 


ат 


1 1 
Sai = nf dre? (2v, Cos(v,a c) Sin(v „a z )) 5 2 = т, [dr e? (2v, Соѕ(и,ат)+ Sin(v „a zl 
0 0 








T(r,9) = 








«т 


п 


| SC 2e? 
Or [ат e 2 (2v,Cos(v,a r )+ Sin(v „a r )) = 
a 


0 





5їп(у „о) = 0 


Dans се cas la solution devient triviale est s'écrit : 
Lag 1— u, ige 1- Cos(0) Log 1- u, E 1- Cos(0) 
1+ LL; 1+ Cos(0) " 1+ 4 1+ Cos(0) 
E 2 
Log a - Log а! Log s — Log ка 
1+ u, l+ д, 1+д, 1+ u, 


L'obtention de cette solution triviale qui ne dépend plus de r n'est pas un hasard, puisque les 
conditions aux limites inhomogènes choisies sont constantes et les conditions homogène de 
Neumann implique aucun gradient dans la direction radiale. Tout cela ne peut que conduire à une 
solution ne dépendant plus de r. Une telle configuration est totalement équivalente à la 
formulation d'une équation de Laplace dans l'unique coordonnées angulaire 9. 














T(r,0) =T, 








Si l'on réintroduit un probléme aux limites avec la coordonnée azimutale @, c'est un moyen de 
simuler dans un domaine à trois dimensions, la répartition d'un solution ne dépendant que des 
angles Ÿ et o C'est ce que nous allons aborder dans le point suivant : 
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Problème aux limites sur une section conique-sphérique creuse avec des conditions aux limites 
en dépendance azimutale 


Rappelons la séparation de l'équation de Laplace en coordonnées sphérique r,ô,@ : 
T(r,0,9) = R(r)G(0)b(o) 


cas général 





R'(r)+ RO 22 R(r)=0 
r r 


SOS TE = 
5їп(Ө) 


Ф" (ф)+а,Ф(ф) = 0 


Q5 


= |(@"'(8)+ ET 








je -0 


si a,=A(A+l)eta;=m avec m entier, 








Ru RCE ÉD euo 
r r 
" Cos(0) — Є т? E 
e GUN ECTS aco; PO 0 


Ф''(ф)+ m?^o(o) = 0 > Ф(ф) = АСоѕ(тф) + B Sin(mq) 





valeur propre nulle — si a, = 0,0, = 0 
=> R(r)=A+B/r 
1 — Cos(0) 


@(0)=C+D Logl: + Cos(8) 


] 


oÓ(p-—-E-FqQ 
Il s'agit de résoudre des problèmes aux limites dont les conditions aux limites sont homogènes 
radialement dans des configurations géométriques radialement creuses et dont les conditions aux 


limites inhomogènes présentent une dépendance azimutale d'angle ф : 
AT(r,0,9)-20 T(r,0,p) fini z= Cos(0) et LU, = Cos(0, ) et u, = Соѕ(0,) 


а, T. (r,0,@)- BT(r,0, ol. =0 conditions mixtes licites avec coefficients constants 
a;T.(r.0,@)+ Biel, =0 
Ti(r.z.p) ou T(rzg) | = /„(,ф) 


Tir ou T(r,z@) | = 0) 
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Fonctions propres radiales 


Pour ce qui est des fonctions propres radiales, nous avons vu qu'elles avaient la forme suivante, sur 
laquelle on peut appliquer des conditions aux limites homogènes de Robin. 


at=Log —| a= Log aye = и=-А(А+1) r=le" е? = e Ee 
l, La 2 La L5 


R(t) = e*(c Cos(v t) + D Sin(v t)) > 


E tere o E) 


1 
SC ағ 
гат А : B 
R (т)= ы 2 Strofe ш 











R(T) = 











a, T0589) prop) о, BI a am 9 
Or lu al, 

a Тару. В,Т(ғ,0,ф) => a RQ) + B,R(D) = 0 
Or vun ol, 

R(0) = es R(1) = : "MA Cos(v a) + B Sin(v о)) 


m Vla 


EO ек ж „йү ы B 
a - (8v d SE SE | Cesta) ву d Е) 


©, A. BR(0)=0 <> a, A0) 
al. a 











L,R(0) = 0 


A 
—2ay В = (21.8, +о,)А=> B=(21 B +a.) et A-2av => D -4) = 21, Bv 





=> R(t) = 77 i (20у Cos(v a z) + (21, B, + a, ) Sin(v a z)) 
a, Gs ) + B,R() 20e» a, Ku +81„Ё(@)=0 


=> о,(Соз(у a)4L, Bv — Sin(v a)(4av? + 21,8, +œ, ))+1,,B,(4a,v Cos(v a) + 2001,8, + œ, ) Sin(v eil 0 
€» 4v Cos(v ol o. f, - 1,0 B, ) Sin(v a)(4a,a,v? — Al l, P b +G G, + 21,0, D, — 21, P.) 
a, =Œœ,=0 В, = В, =1— Sin(v œ) = 0 

a =a,=1 В, = В, =0 >> Sin(va)=0 

оа = В, =0 В =а, =1- 2v Cos(v о) = Sin(v œ) 

В, =0,=0 а = В, =1- 2v Cos(v a) =-Sin(v а) 





Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p- 


D'oü le ed des fonctions propres radiales : 


RG@)=— bn Cos(v, at)+(21,B,+a,)Sin(v, at)) 


T° 


R(r) = а 2E V, en Log Z | t QLB, +a, DE te) 


v, tq 4v,Cos(v, oof + Laf, = Sin(v, a)(4a,a„v,? - Al 1,9B,B, + ac, + 21,0, — 21, B.) 
Les fonctions angulaires azimutales: 


L'équation séparée peut revêtir deux formes : © (9) + m tel 0 cu Ф"(ф)-т'Ф(ф)=0 
Compte tenu de la périodicité 2rt exigé par la solution lorsque la configuration géométrique du 
domaine présente une révolution compléte en angle «, alors et seulement dans ce cas la premiére 
forme de l'équation est retenue et le paramétre m est entier. En conséquence les fonctions ont 
une forme très simple, P(9) = 4Cos(mq)- В Sin(m@) | et l'on peut classer les fonctions propres 
par classe de symétrie par rapport aux conditions aux limites du probléme aux limites: 

















Propriétés de symétrie des conditions aux | Symbole de Fonctions propres utilisées 

limites symétrie dans le cas d'un disque complet 
en angle creux ou plein 

7,00) =S E-P) et f,(@)= f, Co) Y+,X+ Cos(2m@) 

Л„Ф)= /„(т-ф) et f,(@)=-f,C@) Ys,X- Sin((2m +1)p) 

Л„Ф)=-/„(т-ф) et f(@)=ÁC@) Y-X+ Cos((2m +1)р) 

S=- E-o) et f=- Cp) |\Y-X- Sin(2mq) 
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Les fonctions angulaires en д: 


Les fonctions angulaires associées sont solutions de l'équation différentielle avec un paramètre m 
entier: 
Sil-4u«0 А(А+1)=-и 


214+; ШЕ 
â = 1+1. 4ш 1 Fe. 














ba En роѕапіу = meN 
2 2 
2 
@"'(0)+ s Ө'(Ө)+| A(A +D- Ө(Ө)=0 
Sin(0) Sin? (Ө) 


= 0D,(9)=APT (Cos(0))- ВР" (-Cos(0)) 
751 ЕА 


ои bien Ө,(0)= АР", (Cos(0))- ВР" (-Cos(0)) 
SCH => Hv 


iv 


ои bien Ө,(0)= АР" (Cos(0))+BQ ” (Cos(0)) 
pr 73v 


ou bien Ө,(0)= AP", (Cos(0))+ B Ô", (Cos(0)) 


iv iv 


. T z _ Ls 2 
P*" (2) Fonctions associées de Legendre de degré - > +iv etd'ordre +m 


—tiv 
2 


At xA À n z r 
Qu (z)Deuxième solution linéairement indépendante 


——+iv 
2 
Aussi appelées fonctions coniques ou fonctions de Mehler 


Sans oublier la solution de valeur propre nulle des équations séparées: 








" Cos(0) c, m? _ 
@''(0)+ ECH Ө'(Ө) Sis @(0)= 0 
=> 8,(0)= 4 cos то Cm) id 0) 
1+ Соѕ(0) 1+ Cos(0) 


= Т рта 
1+ Cos(0) 


Choisissons pour la suite de prendre pour fonctions coniques celles des ordres négatifs -m. 
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On démontre que la valeur de la fonction associée de Legendre est bien réelle à l'aide de la 
propriétés de miroir suivantes : 


Pz(z)- Р (2) | 


P^ (2)= Рё (2) 


EXP (x) EJ (x) = PO aU) кырей (z) c.q. f .d 


tT 


а m EE 
2 2 


Dans la construction de la seconde solution, la fonction 
жж É x) PA (x) 
2 est linéairement indépendante de ° et également de valeur réelle. 
On rappelle que les fonctions associées de Legendre de première sont reliées par les formules de 
liaisons 


ps (y emt. 


poma (2) 











| deel 
E Р” (z) 
SCH 


doen 
2 


De méme entre les fonctions associées de première et deuxième espèce : 

















Eil Sr xy Coe erc eco) 
20 руа) (Cos((c + u)z)P" (2) - P“ (-3)) 

=> Pe" O= g ee mee arco) 
9G = xx cay Co i) RC) 


Lorsque т=-1.2+і v, et avec m entier il vient : 


P? (z)= 2 [ex(- ev Jes, (2491. ca) 
-—+у : 1 . 2 -—+у -—+у 
2 л Sin | ——+їу-т m 2 2 

Zahl 
2(=1)" M l . к =m 
(- 1)" Cos (pev О" (z«Q7 (=z) 
s 1 2 —+iv ——+iv 
T Sin | — +iv x 2 2 
(=) 
-m r (=1)" m 1 H -т —m 

От (2) = ( 1) Cos Zuch P Y: E E e (=z) 
——+iv | 1 . 2 —+iv —+iv 
2 all 5 у] 2 2 


i Sinh(vz) sil ; +iv J = —Cosh(vz) 











e 
Le 
ee 
| 
N | — 
+ 
> 
KES Y 
a 
хи 
I 





e | ..,BE(-1" ds ` E EEN 
7 XO Sinh(v Y -1) E d ) 


> _ z(-1) m (-2)-i(-1Y Si - (z 
c dr S ree (1) VE: Â ) 
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La fonction associée de Legendre de première espèce, à valeur réelle et on l'appelle communément 
également la fonction conique associée de première espèce ou fonction associée de Mehler. On voit 
que le calcul de la fonction associée de Legendre de deuxième espèce donne un résultat 
imaginaire. Il faut alors choisir une valeur réelle pour une fonction de deuxième espèce. Certains 
ont choisit cette dernière fonction, en prenant comme valeur à définir sa partie réelle, comme 
fonction conique de deuxième espèce : 


QT (= nC "от ( oh LL P” (-z) 


*iv 2 Cosh(vz) -,tiv 
ES л Sinh(vz) „-m 
Im -= ` P 
for, : V |- 2 Соѕћ (ул) e d 


En effet, on ne peut prendre la partie imaginaire car cette 
derniére n'est pas linéairement indépendante de la fonction conique de premiére espéce. Au 
passage il est évident que la partie réelle d'une fonction à valeur imaginaire, tout comme sa partie 
imaginaire respecte également l'équation différentielle à partir du moment oü tous les autres 
éléments de l'équation différentielle sont à valeur purement réelle. L'association entre fonctions 
radiales et angulaires est donc la suivante : 

v, valeurs définies par les conditions aux limites homogènes radiales 


r Ф” „ (9) = ut | „ (Cos(@))+ 8,0". 
dh (7) = H соу, tod 7 E е) Liv, 


Ф® (P) = CC + В? Sin(mg) 
Toute solution du probléme aux limites présente le développement en série suivant : 


К Коше n 
GE EECH 


+2 EC zl 122202) + эзи m к) х Ы 
+> 1+ Cos(0) 1+ Cos(0) 


т=1 
(4?Cos(mo) T B?Sin(mg)) 


1 r r 
——| A Cos| v,Log| — | |+ B, Sin v Log| — || |x 
Jr | n | n d L, ) n | n (7 )) 


+ Y Y x en (Cos (Ө))+ BOT. (cox) x 
n-l m=0 2 n 2 e 





T(r,0)= É H 
° 


N= д 





(4?Cos(m ф)+ B?Sin(mg)) 





TES. 


Cos(0)) 


Problëmes аих limites de Laplace en coordonnées sphériques- p-294 


Exemple: nous allons prendre volontairement des conditions aux limites radiales homogënes de 
Neumann, afin d'illustrer le passage à une configuration de coque sphérique : 
AT(r,0,p)=0 T(r,0,p) fini z= Cos(0) et u, = Cos(0,) et H, = Cos(9,) 


T,(r.0,p)|  =0 T,(r.9,p))  =0 
T(r.z.@)|,_„ - T. fuo) TGi.z. o), =Torfor (9) 


Le calcul des coefficients radiales met en oeuvre une double intégration sur la variable radiale et la 
variable azimutale. Si les conditions aux limites ne présente aucune dépendance radiale, il est clair 
que lors du calcul l'intégrale : 








2=щ 


а 


1 ат 
е. 2 2 
[ат e? (2v„Cos(v„a t )+ Sin(v „a r )) = == Sin(v,a) = 0 
[04 
0 
Tous les coefficients à indice n non nul s'annule. La partie radiale en valeur propre nulle, compte 
tenu des deux conditions aux limites homogénes est une constante. Cela confirme donc que la 
solution ne dépend pas de r. Il ne reste du développement que les termes uniquement angulaires : 


T P 1—Cos(0)) < A? Cosh| m Log ICON + B° Sinh| m Log 010) х 

T(r,0) = À, + By; Log| ———— +}, 1+ Cos(0) 1+ Cos(0) 
1+Cos(0) 
(4?Cos(mo) T В?5їп(тф)) 
Autrement dit il s'agit également de la résolution d'un problème sur une coque sphérique de la 
forme : 
&'T(0,9) A Cos(0) ӘТ(Ө,ф) Ж 1 Ө?Т(Ө,оф) 
00° Sin(0) 00 Sin(0) дф? 

TP) n ETAO Toi, = 1T,f,(@) 
Problëme que l'on résout comme d'habitude en deux sous-problëmes : 


т=1 





=0 T(0,9) fini z= Cos(0)et u, = Cos(0,)et и, = Cos(0,) 
































д°Т(Ө,ф) , Cos(0) ОТ(Ө,р) — 1 0'T(0.9) 20 0'T(0,9) , Cos(0) ОТ(Ө,р) — 1 0'T(0.9) =й 
00° Sin(0) 00 Sin(0) дф? 00° Sin(Q) 00 Sin(0) дф? 
T(0,@) fini z = Cos(0) +4Т(Ө,ф) fini z =Cos(0) 
щш = Cos(0,) et u, = Cos(0,) и, = Cos(0,)et u, = Cos(0,) 
Т(2,ф) 2. -0 T(z,q) ge = Г,},(ф) Т(2,ф) Er =T fip) Т(2,ф) SE 0 
La forme des fonctions angulaires еп 9 est la suivante : 
я E Ee 
1+ Cos(0 1+ Cos(0 
(^ e(u,)-0=0/(0)=1 e» 


0204)-0- Ө2(0) =1 








roef CH SS 
+ M, 1+ H, 
Cost m (109) Г roe n] 

1+ Cos(0) 1+Cos(0) 

Cost m SEN s|" 2:23) 
l+ д 1+д, 

Gol 17000) St Gel. Sc) 

1+ Cos(0) 1+ Cos(0) 


Cos SES St 2622] 
l+ и, l+ и, 





Ө„(и)=0= Ө„(Ө)= 





@,,(u,) =0= @,,(0)= 
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Avec les conditions aux limites angulaires et en les décomposant par symétrie : 

Љ(ф) = Jy xs (@)+ Ју (p) + foy (p) + es (p), sachantque f,(@)= 027 +) 

Ee f;(0)* trai = Í(@-r) dcus h (O) + f;(x - 9) = - h(@-z7) 

LO- f(x -9)+ }(—ф)- he-r) _ hO) - f(x -9)- f. Co)+ Љ(ф-л) 
4 4 














se (ф)= ns (p) 


ЛФ) = figs x (0) * bs, x-(@)+ Уусу (ф) + sx (ol, sachantque }(ф) = f.(27 +) 
у. ve LD ÄRE IRC) , (y ЛФ) fr 9)- ЛФ) fom) 








4 4 
Ju Lëlz ЛФ) fiis =p) SN (-p)- Á(@— z) doas fip) - fo -9) E (-@)+ fi(p - 2) 








Et les fonctions angulaires : 


Lon 1— Cos(0) Log 1— Cos(0) 
1+ Cos(0) 0 (8)-1 1+ Cos(0) 
































95(6) =1 - - STEE — 
Log| 1^ 11. Loef t-t 
1+4, 1+ и, 1+ д, 
Log EN Cosh| m Log ESOS) Sinh! m Log Ес 
| (1-а (1+ и„) 3 1+ Cos(0) 1+ Cos(0) 
OC) = 1— 0, (9) = 1 1 
14) Cosh| т Log| = А Sinh| m Log EE 
14 £L, 1+ u, l+ 4 








Sinh тун) EE Log D) Sek rog C) 
u Xi iL) @! (9) = 1+ Cos(0) 1+ Cos(0) 





©? (4) =2 














Sinh| 2m Log Ec Cosh| m Log in Sinh! m Log Ic 
l+ uu lt u, 1+ и, 


6 [= = 


(—и)ї+д,) 


Sini 2m zi Du ) 
1+ и, 





@,(u)=2 
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On peut présenter le résultat comme la somme de 8 séries, sans omettre la solution de valeur 
propre nulle : 


Ao. Y+,X+ dÉ Ké Y+,X+ (@) An, Y+, X+ = |do Saxs,x+ (ф)Соѕ(2тф) A se = [аф Jy: (p)Sin(2mq) 
0 0 
AS gn. = j Б»у+х- (@)Sin((2m + 1)р) Ho rige ed = | de rx: (p)Cos((2m + 1)р) 
4, Y+,X+ = [ав Л, Y+,X+ (@) An. Ye,X« — = [ав Л, Y+,X+ (p)Cos(2mq) Аһ, Y-,X- — = [de Jun x= (ф)5їп(2тф) 
0 
ECH ү+,Х- [ел LY+,X- (@)Sin((2m + р) A Geh Y-,X+ = [do Fia (p)Cos((2m + 0) 
0 
1— Cos(0) 1— 44 
L = L Ee 
А Ee | 1+ ce) „|1 + 4h | Ad nd 
з тт] 2 
1+ ut (1-2. XL 1.) 


2 
T(r,0)= 20 + ZA 2m.Y+X+ o 220) ) Cos(2mp)+ $ Anii Y+, X- Lin @ Sin((2m us 1)р)+ + 
л „б 2) m=0 05,4 io 


LESCH 
Du (u5) 





+ 





Cos(( ((2m+1)p)+ Ae po? 03, 0) 5їп(2тф) 


+È Aimar- ,X + = „(u 2) 








: 1+ Cos(0) 1- LL, AE 7 


Los He = ет] — 


1+, (1-а XL 4) 


|+ Asse 5 ZS : CosQmo)* У Ars. M E 


1 
Dama O) Cos(( ((2m+1)p)+ +X Anr- a 


Өө) 
91, (ш) ы 


+È Aimar- sA + © 1) 
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Lorsque les fonctions limites sont constantes, seuls les composants Y+X+ sont retenues et la 
solution devient triviale avec le seul terme de valeur propre nulle : 


f,(@)=1— Аууу, =T ЛФ) =1> A, x. =T 
dido 1— Cos(0) Lop 1- д, Log 1— Cos(0) ios 1— u, 
14 Cos(0) 1+ 4 1+ Cos(0) 1+ р, 
ыз 1 1 1 1 1 1 
zi A id + X zm zi Si 4! + w X zu 
I+ (—и,)(ї+ 1) 1+4, (1-а XL us) 
(Т, -T,)Log 1- Cos(9) +T,Log l-u -TLog lo 
Е 1+ Cos(0) 1+ д, 1+ р, 
Log 1—д, og l-4, 
l+ ду l+ u, 
C 'est la solution de répartition de la température sur une coque sphérique d'angle d'ouverture 91 


et 02, où sur 91 la température est à T2 (u2=Cos(91)) et sur 92, la température est à T1 
(и1=Соѕ(92)). 

















Prenons une condition limite azimutale de symétrie Y+,X+ sur la frontière 91 et une condition limite 
azimutale de symétrie Y+,X- sur la frontière 02 de la forme : 


fo) = 1 = Airix: = T 





1 (zez Sech 

J. (@) = e agen O PERENE 
Il vient : 

А, Y+,X+ = |do =Z E =0 m>0 аа [а 2 Sin( (2т i 1)р)= = 

0 0 
Cosh| (2m-1)Log| SO || н (2m +1)L0og| = SO 

2 14 Cos(0) 1+ Cos(0) 

05,,(0)- 





Cos (em Do it — ) si Qm ip А — ) 


sini (am Arel AB) nh: ы) 


nis Xi a) 
sin 2 (2m+1) Li EA 
1— Cos(0) - H, 


Р Lo 3 zi | 
T(,9) = À 1, $ 95,4(0) Sin((2m+1)p), «Tli 1+ Cos(0) 14 45 
200.100) 2т+1 tod. а) og C п-и, ) 

1+ u, (1-а +.) 


Өзи (4) = 2 
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Représentation intégrale de la solution du problème intérieur de Dirichlet inhomogène sur la 
surface d'une section conique-sphérique à trois dimensions 


Bien que les fonctions radiales d'une section conique-sphérique ne soient pas apte à représenter 
une solution sous la forme de série sur un cône plein, du fait de sa rapide oscillation autour de 
l'origine. N Lebedev dans son ouvrage « SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, Prentice 
Hall 1965 » les utilisent pour exprimer sous forme intégrale la solution du problème de Dirichlet 
suivant : 
AT(r,0)=0 z-Cos(0)et u, = Со5(0,) 

= (07,0) e [0,+о]х[0,0,]) 
T(r.O)l,.9 =f.() 
Condition 
Lim, ,,,T(r,0) = 0 


im, sf, (r) = 0 


Comme nous l'avons vu les fonctions suivantes sont solutions de l'équation de Laplace : 
D'(r) = Se ж Cos(r Log(r))+ B? Sin(r Log(r))) 
Ф*(0)= A?P , (Cos(0))+B°Q , (Cos(0)) 
2 IT Ot 
La GER de finitude en 9=0, implique que cette solution se développe sous la forme : 
T(.0) => 1 (at Cos(r Log(r)) Bt Sin(r Log(r))P , (Cos6)) 
jt 


Supposons maintenant, comme le fait N.Lebedev, que la fonction limite sur la surface du cóne 
admette un développement en intégrale de Fourier généralisée, soit : 


Posons É = Log(r) => dé = gr 
" 


Vr f.(r) = | dr (F.(z)Cos(zë)+ F.(z)Sin(zë)) 


< 


e) =L f aë rr coste) + f ar (LQ соң Logt) 


RER [dë Jr f(e)Sin(cë) =+ 1 fa (£9 9 sine Lost) 
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Le respect xs la condition aux limites de Dirichlet conduit à la solution suivante : 
x 1 (ar Cos(z Log(r))- B! Sin(r Log(r)))P , _ (Cos(@)) 
> rit 


Développement intégrale sur le paramètre t 


T(r,0)= 


=> T(r,0)= peo Cos(z Log(r) + B; Sin(r Log(r)))P + (Cos(0)) 


Comme Tr AUER = f, (r) 


T farla: Cos(r Log(r))+ В! Sin(r Log(r)}P 1, (Соз (Ө„)) = T [dr (F.(r)Cos(të)+ F.(z)Sin(zë)) 


r F (r) r F (r) 
4 = B' = 
i Eu (Cos(9,)) ` EH (Cos(0,)) 








T P, (Cos(0)) 
2 1T 


f ar(F.(s)Cos(r Log(r))+ F.(z)Sin(z Log(r))) = 


0 





“= 


F. (z) = L far KR Cos(z Lost) 


ғ(0)- 1 far [si Lost) 


Dans la littérature, il y a une condition pour que le développement de Fourier existe sur la fonction 
limite f(r) (voir E. C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, second edition, 
Oxford University Press, London (1950), Théoreme 3, p. 13): 

f. (т) continue 


f. (r) bornée sur tout interval [rl, r2] 


Í dpt 





est finie 
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L'exemple que donne Lebedev est un problème d'électrostatique : on doit trouver le potentiel 
électrostatique à l'intérieur d'un cône conducteur gardé au potentiel O, si l'on place à une distance 
а de son sommet une charge q. La solution se développe comme suit par décomposition du 
potentiel en deux fonctions. Nous verrons par la suite que le problème à résoudre est en fait une 
équation de Poisson (celle dont le terme source représente la charge placée dans l'axe du cône), 
dont on connait une solution particulière ( le potentiel d'une charge libre dans tout l'espace ] 
certes пе répond pas aux conditions aux limites imposées, mais qui ajoutée à la solution de 
l'équation de Laplace aux conditions aux limites de valeurs opposées sur la surface conique donne 
bien la solution du probléme aux limites de Poisson. Pour cela il vient donc le probléme aux limites 
de Laplace suivant : 














T(r,0) = 4 +U(r,0) T(r8), | =0=U(r,0),, = d 
Jr «à? -2ar Cos 0) ° ° Jr a —2arCos(0,) 
e P, (Cos(0)) 
U(r,0)- SC [dr(F.(r)Cos(r Log(r))* (0) Sin(ç ШШ жо 











" , J йд) 204 Té Cos(r Log(r)) 
we TG) der +а? -2ar Cos(0;) E i (79-200) 
а 


r 
é = Log(r) => ¿ - Log(a) = Log Li: ee) ор обнова) 
a 


T Cos(r ë) 


r Q E-Log(a) | „-EtLog(a) _ TA. 
WER А = 2 Cosh(£ —Log(a))= Е (5) = а 
2 e e 0$ (E og(a)) (о) m | 2 Cosh(É - Log(a))- 2Cos(0;) 











pea Соз(т um 
za 2 Cosh(s)- 2Cos(8,) 


F(r)- q [as We a Sin(t s )Sin(t Log(a)) 


YE É Log(a) > Е (т _ 






































: nda ` Be Cosh(s)-2Cos(9,) 
Or [ds Sink: s) =0 < Sin(z s) impair et [ds Cos s) =2 [ds Cosi s) 
S. va Cosh(s)- 2Cos(8, | "ad Cosh(s)- 2Cos(0, ) EE Cosh(s)- 2Cos(0,) 
ice 2qCos(r кыр c s) _ V2qCos(r acht, Соз(т 5) 
r 2 Ja ` Costs) - Cos(0;) nda у Cosh(s)- Cos(0,) 
Or [ds Cos) т P, (-Cos(8,)) 


d Cosh(s)- Cos(0,)  Cosh(rr Vi ud 
(r)- _У?аСо5(с1ов(а)) — л _ qCos(r Log(a)) р 


туа он) e ` i VaCosh(zt) " C C0(8)) 
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De même : 








T q T , Sin(r Log(r)) TE Sin(z (s + Log(a))) 
к) £ Je mE bat PAPE IE y Cosh( s)- Cos(6,) 


= r (r) = -Eroe p, ( Cos(0,)) 


VaCosh (тт) 


La solution du problëme est alors donnée par l'intégrale : 



































U(r,0) q | dt p - Cos(&,) Cos(r Log(a))Cos(r Log(r))+ Pus Co) 
F = 
i Jar d Соѕ!(лт) К E + Sin (r Log(a) )Sin(z Log(r )) Р, (Cos(0,)) 
d 
is Р, (Cos(6))P , (- Cos(0,)) 
U(r,0) = 4 Í a Cos| т Log| d . . 
Маз 3 Cosh(zz) a Р, (Cos(0,)) 
2 
E P, (Cos(0)P ,. (- Соз(Ө,)) 
T(r,0) = q 1 Í ат Co Log| d CE EC 
Jar Jt 2-26os(0) A Cosh(xt) a Fa ARE) 
a r 

Ê NE "T dr 1 | 

Intégrale majorée par Í - P (= Cos(9,)) = —— voir plus bas 
d Cosh(zz) Edd ad ® | 
2 


Intégrales et représentations intégrales des fonctions coniques de Mehler d'ordre 0 

Les deux représentations intégrales des fonctions associées de Legendre de premiëre espëce sont 
valables l'une pour pour x> 1 et l'autre pour x€[-1,+1] (voir < W.Magnus, F.Oberhettinger, R.P.Soni, 
Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics > page 185 pou x>1 et 
188 pour x€[-1,1]) : 


oer = > er DI x a cos [v +>) 

















dt КОО ОИ, и. Lu 
v H +V —-L-2,-- хє |=1, 
| сос те у); a + Re(v + u+1)>0 
2 
| T > Ци+: Zk- 1) TA cos (v+ 2i E 0 
P "(x)= dt + H#+v#-1,-2, x»1 
{ H INE у); (x + Cosh(e))" Re(v + u+1)>0 
1 
1 |2 (1) "t. Cosh(ir t) 
ЕАС u=0=Re(-v)>0= Р", (x)= dt 
——+ir c 


duc Za ° (x+ Cosh(e)) 


5+5 zl -I(v«)r(-v)- S Я Se Б D u со | XU 





>P’ (x)= V2 Cosh(re) [же но. valable pour xe|[-11] et x>1 
T 


"EA o° (x+ Cost)? 
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On en tire celles pour la fonction de Mehler d'ordre zéro dans les deux intervalles considérés. 




















Є 2Cosh(art) Cos(z 0) 
E (Coshla))= л ki J2Cosh(a)+ 2Cosh(0) 
_ 2Cosh(at) F Cos(r 0) 
е (Cos(a.)) m л Ja J2Cos(a)+ 2Cosh(0) 


Appliquons ces deux représentations intégrales à des expressions déduites par l'application de la 
transformée de Fourier et de son inverse : 



























































сота = Со) ` Ç far Coste [де CS а 
"Deng aaa | s) Pag, Cot 

m p т) е) ü [= секин! E (cosia) 
е FC 2Cos(B) ` о, P ig Come) 
= 2Cosh(x) | Ç je Caste of SG TUTO 
queis" | esie) "rei! 

dio J2cos(a E 2Cos(B) _ [* с M de (orte 
ые 1 б j: Cosh(zB) „ EO 





J2Cos(a li 2Cos(B) 4 Cosh(xt) cud 
En posant soit x=0, soit 6-2, 


1 +оо de 
= P С 
2Cos(a)+ 2 | Cosblzz) E osla )) 





„йт P, (Cos(a) ` dr P, (Cos(0,)) 
Cos(e )+1 (2) 1 SC ie 1 
—— = Cos => = Í => Í u 
2 со 2 | ^ Cosh(z) d Cosh(xr) 2 Е | 


dr Р, А (- Соз(0,)) 
our 








+оо 


a -(r-0,)2 : l 


Сол) ` ` aco * Ga I 25in 2) 
2 2 








L'intégrale majorante se déduit de la formule précédente. 
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Il reste également à donner ces représentations intégrales : 


P.(Cosh(a)) = 2 Coran z| v : JII 40 s _ 30 ur citu 





1 


a (2Cosh(0) - 2Cosh(a Ir 





=>v=-Z+ir=Rev)=-7=? , (Cosh(a)) = 2. Cotanh(rrr Bes Ges 
ST 


à. (2Cosh(8)- 2Cosh(o) 
(соҳа) 2] uo Co(v+ e] v 


v 





Demême P, 





л (2Cos(8)-2Cos(a )p 
A йш ыр | (Cos(a))= = аб Cosh(z Ө) г Vv 
2 ua ло (2С05(0)– 2Cos(a)): 
1 
" oris 


pour —1< Re(v) 





Egalement О, (Cosh(a y = | en s ge? y 


e"? 





SEKR ‚(Созл() )= [дө | 
2 2 p з (2Cosh(8)-2Cosh(a)} 


Autres représentations intégrales des fonctions coniques de Mehler d'ordre supérieur 


Toujours en utilisant les deux représentations intégrales des fonctions associées de Legendre de 
première espèce sont valables l'une pour pour x» 1 et l'autre pour x€[-1,*1], (voir < W.Magnus, 
F.Oberhettinger, R.P.Soni, Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical 


Physics > page 185 pou x>1 et 188 pour x€[-1,1]) : 


1 u 1 
ци 4 \ 522 y w соңу + y) Relv — 
P;"(x)= (2 - r - dt 2 u +v #—1,—2, жо 


у+и+1)Г(и- v) d (x + Cosh(r)y*3 Re(v + u+1)>0 











ро) Ë jeu ly: „кН "m T 


T(v +и+1)Г(и-у) (x + Cosh(s))"*z Re(v + u+1)>0 


у=-у+їг= Re(-v)> 0 


1 A 
r i l n 
PT d 1 2 1 [at Cos( 1) 7 Rela) s.t x> l 
f dan Zen dan ° (x+Cosh(t)Y > £ 


ци + Э! nd y fa Cos(r t) 


» 2 
FINE Y 1 1 m 
2 z EE E ° (x+ Cosh(r))" > 


J 








Re(u)>-> EN 


x € [— 1.1] 


х>1 
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On en tire celles pour la fonction de Mehler d'ordre supérieur dans les deux intervalles considérés. 


= ru i )Sinh"(a) m 
P^" (Cosh(a))- | — 
тол TT 


[аө Cos(r Ө) Refu + d > 0 








1 


ra * > + ic rn * ; = п) ° (Сото) + Cosh(0)} > 


d u+ E Lo m 


dO Cos(r Ө) 


"de ONE É fu + h + {и + E - H | (Соз (о) + Cosh(9)Y**2 ek I 2) Б; 








Appliquons ces deux représentations intégrales à des expressions déduites par l'application de la 
transformée de Fourier et de son inverse : 


: T= - [ат Cos(r x) [40 Cos(z 6) 
0 





























(Cosh(a)+ Cosh(x)} "2 ° (Coshla)+ Cosh(8)}": 
l Ул n Bas 1. Е 
= r = dt T| u +=+it T| u +=-it |Cos(z x)P! | (Cosh(a)) 
(Cosh(a)+ Cosh(x)) 2 ара)! [^ 2 J E 2 J = 
x=i(z- B) > 
l Ул r: ag RF : 
pm dr T| u +=+it T| u +=-it |Cosh(z(z — B))P # (Cosh(a)) 
(Cosh(e )— Coslëlt": Var 4 +, Ji (a) | E É ) б 2 J Lu 
x= if = 
l Ул F 1 1 _ 
eg dt T| u+=+it T| u +=-it |Cosh(rB)P #  (Cosh(a)) 
(Сана) Cos(9) Jan He)! Dose ue ES 
: г = _ [а Cos(z x) (40 Cos(r 9) : 
(Cos(a)+ Cosh(x))"2 7% o°  (Cos(a)+ Cosn(0))3 
1 Ул = 1 1 ` 
`> = dt T| u+=+it T| u +=-it |Cos(rx)P " (Cos(æ)) 
(Cos(a)+ Cosh(x))"*2 Jai a «3 sm") Í [^ 2 J E 2 J =5 Hf 
x =i(x - B) > 
1 Ут n Жү fg 
pe ат T| u+=+it T| u +=-it |Cosh(r(z — B))P" (Cos(a)) 
(Cos(a)- Coslëlf": Var 4 «3 sm") | | É ) | : J zd 
x= if = 
1 Мт g 





Cr Ken Ion Bel e eon (Сода) 
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On a également ces représentations intégrales dites formules de Mehler-Dirichlet (voir A.Erdelyi, H 
Bateman, Higher transcendantal functions, volume 1 » page 155 et 156, aussi « W.Magnus, 
F.Oberhettinger, R.P.Soni, Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical 
Physics > page 186) : 


F^ (Cosa) - (2 Sin" (a) [do э Yv Re(u)> — 


d i d o ` (Cos(6)- Cola? 














P;"(Cost(a)) = |2 2 C) fag cost (v38) ү 


Ци + d ° (Cosh(a)- Cosn(0)): " 




















РЁ (Соз(а))= 2 Sin"(a) t 20 Cosh(r Ө) Re(u) _1 
| E Cr pra (Cos(9) = Соо): 2 
RER P! (Cosh(a))= E [ao Cos(r8) -— = 
"pu д и d d о  (Cosh(a)-Cos(0))2 “ 2 
М. те Sinh | v + — |0 
De même P;"(Cosh(a))= /2х Sinh” (a) 1 [do ( 3 ) I 
Cos(zv) (u —-у)Г(и +v + LE = x) а (Cosh(8)- Cosh(æ)}:‘" 
avec = si v Se EE 
Re(u+v)<0 Á 


V2x Sinh" (a) Tio Sin(r Ө) 


siniee)r и + ; = Haf + ; + QUE = и) =. (Cosh(8)- Coa” 





=> P (Cosh(a))= 
SU 


























1 1 1 1 л 
L ci = D ir M =+ir |= — 
pour 7 < e(u)« B Comme É 2 É + i) Com) 
Si u-0—P, (Cosh(a))- E : аө к) ï 
uu Sinh(re)r | 3 = De " | « (Cosh(0)- Cosh(e lb 
>P, (Cosh(a))- V2Cosh(rr) а0 Sme) -= Z Cotanh(zz) fao SUB) , 
EC л$їпї(лт) ` (Cosh(0)— Cosh(a))2 7 « (2Cosh(0)— 2Cosh(a)): 
GL 1 
2 +оо 2 — 
Egalement Q“ (Cosh(a )) = Zes na. fao ° i pour Rely) 2 
2 (5 = «| а  (Cosh(0)— Cosh(a))^" Re(v +u +1)> 0 
. +œ —itO 
seen | (сота) - Te Sinh” (a) [do á i pour xt E 
2 к 2 d = «| «  (Cosh(0)- Cosh(a)" 2 2 
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Exemples divers de représentations intégrales 
Revenons à notre exemple électrostatique en cours. 


Remarque sur le respect de la condition sur les fonctions limites : on a vu qu'il peut exister un 
développement intégral de la solution du problème aux limites si la condition suivante, est 
respectée : 

f. (r) continue 


f. (r) bornée sur tout interval [r1,r2] 
Í dr 


= q _ 1 
"ee Jr t a! -2ar Cos(0,) Ыы Jr t a? -2ar Cos(0,) 


Nous aurions pu par exemple vérifier que ces propriétés étaient bien respectées dans le probléme 
électrostatique ou de source de chaleur ponctuelle. La fonction limite de la forme suivante respecte 
par évidence bien les deux premiéres conditions, il reste à démontrer la finitude de l'intégrale. Et le 
probléme réside essentiellement sur les limites respectives de l'intégration. Il suffit de prouver la 
finitude de l'intégration d'un coté sur une borne suffisamment grande et de l'autre une borne 
suffisamment petite pour trouver des encadrements finis. 


jo = jar Jas 


C и petit -> c < a 








est finie 


























b suffisament grand => b> a 
Pour | жр sur l'intervalle supérieur, il vient : 
1 
dr dr 
| dr - Í 7 Jr? + а? —2arCos(0,) 


b»a-r-a»0 

















0, elt, sl 5 r-a€ Jr? à? -2ar Cos(8,) & ra 














1 +œ 1 1 +œ 1 +œ dr 
dr < | dr = < | dr = fini 
| Уг үг? + a? -2ar Cos(0,) ) Уг (r-a) ) (r-a)? [эз 
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Pour l'intégrale inférieure, il vient : 

















í t, 1 1 
dr = | dr 
| а | Уг Jr? +a? -2ar Cos(6,) 
с<а=т-а<0 et 0, e[0,7]— a-r< fr? +a? -2arCos(0,) xar 


1 1 ç 1 |] 
dr — dr < | dr 
j 7 a+r lu Уг Jr? +a? -2ar Cos(6,) | dr a-r 
Posons r=x' —>dr=2xdx=2Vrdx х'= х1 Ма 

















E js x?) xig у= =] 1) 


Cosh? ELLA (u) du =х?—1 
Sinh" (и) 





Posons x'=—— = dx'= 
Sinh(u) 








[ 22 Е [аи œ (Arcosh(c''')— Arcosh(0)) > [a 
o (x"=1) % J 


Ый 


r 





L'intégrale ° q donc une valeur finie. 

Remarque sur le cas 90=r/2 : si l'angle d'ouverture du cône est droit, alors le cône forme un plan 
de séparation et le probléme d'électrostatique est un probléme bien connu de charges induites par 
une charge ponctuelle placée au dessus du plan, que l'on peut par exemple résoudre par la 
méthode des images électriques, et dont la solution est le potentiel d'un dipóle, dont la charge 
opposée est placée symétriquement au plan. Dans ce cas on sait donc que le potentiel a la valeur 
suivante : 


q q 
T(r,9) = 
Jr «d -2arCos(0) dei +a +2ar Cos(6) 


Revenons à la solution intégrale et calculons sa valeur lorsque 05-772, il vient : 
P, (-Cos(6,)) 


ZA been A? 
0, = — => Cos(0,)= 0 2 = 
a ° P , (Со»(0,)) 

2 

















tS 1 SM ШЕ SE 
ES Jr? +a? -2ar Cos(0) Jar [б = Оз F LOS z Sech Ost )) 


II faut donc prouver que : 
0, = 2 => Cos(0,)= 0 


IL" dr r 1 
C Log| — | |P Cos(0)) = 
Var саан) d (2) dal SE Vr! +a? «2arCos(8). 
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D'aprës la formule, il vient avec le changement de variable ci-dessous : 














1 "dr Cos(z x) 
J2Cosh(a )4- 2Cosh(x) | Соѕ!(лт) ЕЕ. OS Lo 
; 1 ** dt Cos(r x) 
=; 9 E Б See 
a=i 7 J2Cosh(x)+ 2Cos(9) | Cosh(zc ) dot os( ) 








Jr) +a? +2ar Cos(0) ` Jar | +242 cos(0) 


а r 








i ат SÉ Log| J 
Posons х= Log( Z) 3142 = 2Cosh(x) — - | 2 p (Cos(9)) 
a a r 


Совһ\(тт) ie 


[et jenes) o 


=> j2 oro), „(Cos(9))= | + rr 
anr % Cosh\at = ar (7) асо) Jr t a? - 2ar Cos(0) 


On retrouve un résultat identique à celui déduit de la méthode des images, c'est donc un bon indice 
que la formule de Lebedev est juste. 














Prenons un autre exemple, oü la fonction limite est produite cette fois-ci par le potentiel d'un fil de 
longueur infini uniformément chargé, placé le long de l'axe du cóne. Le potentiel étant 
proportionnel à Log(d) ой d est la distance d'un point du cóne au fil, il vient une fonction limite de 
la forme : 

f. (r) = Log(rSin0) => f (r) = Log(r) + TORUM = Partie f,(r)- Log(r) 

















Log(r)| "ert, Leg), oe? 
| dr T d di T -| dr +] dr + Í dr 
fini 
fo Lo dE 
Et [dr m = E. Log(r?) = z| dr Log(r) ^ [r ^ rLog(r)], =1 fini 
0 Vr 2 0 0 у 


Mais qui пе répond pas aux critères pour développer ипе solution intégrale. 


c.q. f d 


Problëmes аих limites de Laplace en coordonnées sphériques- р-309 


Prenons un autre exemple, ой la fonction limite est constante sur un support bornée et nulle 
ailleurs : 
1 si r e [0, ra | 


7.0) = d si re]a,+œ) 


tue] „ан | 
e T Sib finie 


Plus généralement toute fonction limite à support bornée [0,a] et également bornée sur cette 
intervalle convient pour développer une solution intégrale, puisque. 














POÉSIE © «cj -2C4n finie 
Prenons maintenant des conditions aux limites de la forme : 
r^ sur [0,r, 
Jr) = db sur E FE? 
La condition s'écrit : 
m E SEET | | 
nj dr r? = B+1/2 finie si B >—1/2 


On peut donc calculer la représentation intégrale : 
P, (Со5(0)) 


——+iT 


P, (Cos(6,)) 





T(r,0) = SH d«(F*(c)Cos(r Log(r))4- F"(c)Sin(r Log(r]) 


avec F*(r) = To far r^" Cos(r Log(r)) F*(r) = To far r^? Sin(r Log(r)) 
Z Fo 


RUD ((8 +1/ 2) Cos(r e )+ Ç Sin(r Či )) 





To Ei 
CE [ar r^"? Cos(r Log(r)) = [а e^ X Cos(r &)= 
0 —00 








(2+(8+1/2)) 
t 5 (8+1/2), К 
5 = [а rB Sin(r Log(r)) = fag (841/21 Sin(r £)= e 2X ((8 GE Zei Cos(z £) ) 
Kan Ç +1/2) Ca |7): ZÉ SH 
c х ` S Tr, +1/2 5 S 
(Е (z)Cos(z Log(r))+ Е*(т)5їп(т Log(r)))= = Е T Эу) 


II vient la solution sous forme ае Іа représentation intégrale suivante : 


Ç +1/2) dÉ 70) =T sd: SR Р (Cos(0)) 
Tr В r +œ H H Las 
T(r,9) = 33— |2 [ar 2 

л 


ri (с? (guy) Р, (Cos(0,)) 





Lorsque B=0, soit des conditions aux limites constantes et à support borné, il vient : 


ge | œf 70) —2т si: SR P, (Cos(0)) 
2T, D H H z 
07 


(4c +1) Р, (Cos(,)) 





Problëmes аих limites de Laplace en coordonnées sphériques- p-310 


Représentation intégrale pour le cas 6=0 et 9,=л/2 


| 2B +1 EE roe + UR sl: SR P, (Cos(0)) 
Te. 9) 2 s ај H ra -, tit 








(дг? +(2B+ y) P, (0) 
со SS ol: 70) —2т si: SR P, | (Cos(0)) 
ger Т, Afer (ac? +1) P. (0) 


Sur Гахе z, soit 8-0, il vient : 


E. c. o 2r EL [ 28 +1) eo: od ` —Ç UR sl: SR 


(e QJ, (0) 


(el. 70) — 2т sl: Sp 
+œ r r 
p=0= ©” „2 | Zo [dr ш ° 


(c «ie, (0) 
2 





Ts 
=н 
2 











0) A 
<> d A^ + B? 


4 2 
E + 1) соң: ТН) —2т sl: zi 2 IM 3 iz H 3 + z) 
- T(r,0) 2 „2 | "lu N N 4 2 4 2 




















To "ebe? (ac? +(28 +1) 
Cos| т Log Z ||—2 Sin t Log 5 d zy 
gaps red 2 d Wé H 4 2 4 2 
I T, лут i (ac? +1) 


Voici les profils représentés E E suivant les diverses valeurs du paramètre В: 
1.0 











Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p-311 


Lien avec d'autres formules, solutions du même problème 


Pour un cône sphérique fini d'angle ouvert dont la condition limite radiale est homogène et 
constante sur la surface latérale du cône : 





AT(r,0)= 0 
Т.б) „=0 TC) =T. í => 
T(r,0) fini 
QA, +1) a 
r 
22d i " e > | Sei (uo) H Pa, (Cos(9)) А, tq Pa, Dk 0 Ho = Cos(0,) 


n#0,+œ À À 1 
Qs yf еш) 


Ce n'est pas exactement ce résultat qu'il nous faut utiliser, mais celui sur le cóne sphérique non 
bornée, dont nous avons également calculer la solution par un développement en série avec ce 
méme type de fonction limite constante. Dans ce cas la solution est la suivante : 

А, tq Pa (u,)= 0 u- Cos(6,) 








AT(r,0)=0 1 ect? 
T, 1 P <r < 
(r,9)e fo < œ ,0 < @ < 0] o * 24 > дР, SE EE En 
T, 0<r<r, L—T(r,0)= " = dâ, 
T(r,0)|,_, -| 9 9 - 
° |0 rm <r<ow 1 ‚ү? 
I -h > a P, (Cos(0)) r, <r <œ 
Lim, ,,T(r,0) -0 n#0,+00 ФР, (u) r ` 
е. 
дА, 

Dans ce cas le profil de solution sur l'axe z était particuliërement simple : 
T(r,0) | x "E r 





T, 1+ x? n. 


Autant dire qu'il faudrait démontrer que : 











о 4% (Cos(r Гое(х))—2т Sin(z Log 2 ñ ПЕ + z) + 
RAE bo Aes 


Il est clair qu'en calculant numériquement cette intégrale afin d'en représenter le graphe par 


symétrie, les deux fonctions semblent coincider numériquement : 
1.0 





3 іт\ү [3 fr В 
А „= веГ[2- = KE = \ (cos[T log(x))-2 r sin(t log(x))) 


1+4т2 


(r Ул | Ух 


410.8] 








Problëmes аих limites de Laplace en coordonnées sphériques- p-312 


Prenons encore un autre exemple, oü la fonction limite est constante sur un support bornée netre 


y? 
Ле)= dp 8>0 


O si reich, zo 


51 rel r] 


r1 et r2 et nulle ailleurs : 
On peut calculer la représentation intégrale : 
P, (Cos(0)) 
——+iT 
2 





T(r,0)= F [az (F: (т)Соз(т Log(r))+ F° (z)Sin(z Log(r))) Р, (Cos(0,)) 


avec F'(r)- T far rP 2Cos(rt Log(r)) F (r)= R far r^"? Sin(r Log(r)) 
л n л rl 


?2 52 
С= [а r^"? Cos(r Log(r))= [dë eP? Cos(r E) = 
n Zu 


e" eoe ((B +1/2) Cos(r &,)+т Sin(z &,))— es ((B +1/2) Cos(z ë )+ z Sin(r & )) 
Е (2 +(8+172)) 


To Zu 
S = [ar r^"? Sin(r Log(r)) = Jo e 9*2 Sin(r &)= 
0 





(и) вие) Соне ë.) )- e" (8 1112) Sins seet) 
(t° +(B+1/2F) 
(F 'G) Cos(z Log(r))+ F: (z)Sin(z Log(r)))= 


a +1/2) соң: Lol? —Ç ) -r si: SR 2 
E = „rnal (p +1/2) dÉ |") -r sd: ied] 


EP: (e (Bay) 


II vient la solution sous forme de la représentation intégrale suivante : 


С +1/2) соң: 2: =T si = 2:9) P (Cos(0)) 
Ту,” ro TE 2 7a ou 
Hee л (2 fe 

















(2+(6+172)) Р, (Cos(0,)) 
Ú +1/2) соң: SD =T sin vi Р (Cos(0)) 
Tr? [rr n n li 
oy | [я - 2 
л Vr! (с? + (gay) P, (Cos(0,)) 


Lorsque B=0, soit des conditions aux limites constantes et à support borné, il vient : 


E 70) —2т sl: SR Р (Cos(0)) 
2Т. [rit r, Р re 
T(r,0)= e JE ја 2 








(4c? +1) P, (Со5(0,)) 
[ed ("е ы: vof" )) | P (Cos(0)) 
2T, n Fa n n 55 RE 
ү fac 2 
xz Yrs (ac? +1) P, (Со5(0,)) 


Problèmes aux limites de Laplace en coordonnées sphériques- p-313 


Représentation intégrale pour le cas 6=0 et 9,=л/2 


( 2B +1 )cosl Logl Z UR si: SR P, (Cos(0)) 
Е 0) _ 2,” 2 |2 ja n 5 a 














(ac? - Q1) Ра) 
; T E +1) сөң: 14"). 27 sl: SH P, (Cos(0)) 
2n' |n [ат n n сз 
z Yri Ge ey) то 
СЕ rog E) )- 2т " koe ))) P, (Cos(0)) 
B-05 T(r,0) _ 2r,” (2 ја E i£ E dd 
Т, л АЁ (4 T ? +1) P ï (0) 
Dus Ў. | St 70) -2r si: SH р. (Cos) 
л WES (ac? +1) P, | (0) 


Sur l'axe z, soit 9=0, il vient : 


8-0 ; P, ()=1 P, (0)= Ул 
>. L 


SE rl 3 it \\(3, it 
4 2 4 2 














. r 3 it 3 іт 
E Tr.) _ ES EL | 2B 41) el: roef = 3 ) —2т sl: Lol = JG S Wi + Э 























To Dei (08 +1)) 
EE E 
TNT A * (ac? Dë 
Соз| т Log Z ||—2+ Sin т Log r d ye) 
DE ING NE, Er r, a a 
I T, zdeilr: | (ar? + 1) 
ж 
2 Ier d N 
nia r | (ar? + 1) 


Comme оп a supposé que l'intégrale suivante représentait le profil sur l'axe z : 


„ үзг (ose Log(s))-2r ые) (2-8) (58) | 











[аг 4 2 4 2 

лут Ух % (ac? +1) V1+ х? 
On retrouve bien le profil de la solution : 

T(r,0) _ r r 








= 2 2 
T, J sn J Tr, 


